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Povzetek
Naslov: Nevlozˇljivost realne projektivne ravnine v R3
Avtor: Patrik Zajec
V diplomskem delu predstavimo elementaren dokaz za nevlozˇljivost realne
projektivne ravnine v 3-razsezˇni evklidski prostor ter obravnavamo vlozˇljivost
kompaktnih ploskev brez roba na splosˇno. Zacˇnemo s kratko predstavi-
tvijo koncepta idealnih tocˇk iz projektivne geometrije ter podamo nekaj ge-
ometricˇnih predstavitev realne projektivne ravnine. Z zgledi predstavimo
osnovne kompaktne ploskve ter opiˇsemo pojem orientabilnosti. Nadaljujemo
z dokazom klasifikacijskega izreka za kompaktne ploskve brez roba, ki pove,
da je vsaka orientabilna kompaktna ploskev homeomorfna sferi ali povezani
vsoti torusov, vsaka neorientabilna pa povezani vsoti projektivnih ravnin.
Iz izreka neposredno sledi vlozˇljivost orientabilnih ploskev, vecˇina dokazov
za nevlozˇljivost neorientabilnih ploskev pa zahteva poznavanje tehnik alge-
braicˇne topologije. Z uporabo lastnosti polnega grafa K6 prirejenega triangu-
laciji Mo¨biusovega traku dokazˇemo nevlozˇljivost neorientabilnih kompaktnih
ploskev brez roba.
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The main goal of this thesis is to present the elementary proof for non-
embeddability of real projective plane in the 3-dimensional Euclidean space
and to study the embeddability of closed surfaces in general. We start with
the short introduction of ideal points concept from projective geometry and
present different geometrical presentations of real projective plane. Next we
prove the classification theorem for closed surfaces which states that any
connected closed surface is homeomorphic to the sphere, a connected sum of
tori or a connected sum of real projective planes. Embeddability of orientable
surfaces follows immediately from the classification of closed surfaces while
the proofs for non-embeddability of non-orientable surfaces usually require
techniques from algebraic topology. We prove the non-embeddability of non-
orientable closed surfaces using the property of the graph K6 embedded in
the Mo¨bius strip.





Realna projektivna ravnina je kompaktna ploskev brez roba, sestavljena iz
Mo¨biusovega traku in diska. Dejstvo, da ni vlozˇljiva v 3-razsezˇni evklidski
prostor, je dobro znano. Vecˇina dokazov temelji na tehnikah algebraicˇne
topologije [1]. V delu predstavimo elementaren dokaz, ki temelji na presene-
tljivem dejstvu, da vsaka vlozˇitev grafa K6 v prostor R3 vsebuje netrivialen
splet. Z istim argumentom pokazˇemo, da v evklidski prostor ni mocˇ vlozˇiti
nobene neorientabilne ploskve brez roba.
V 2. poglavju predstavimo koncept idealne tocˇke iz projektivne geometrije
ter njegovo povezavo z realno projektivno ravnino P. Podamo nekaj geome-
tricˇnih predstavitev P ter opiˇsemo njene topolosˇke lastnosti. Pokazˇemo nekaj
primerov osnovnih kompaktnih ploskev brez roba, kako jih lahko uporabimo
kot gradnike pri konstrukciji novih ploskev ter podrobneje opiˇsemo koncept
orientabilnosti.
3. poglavje namenimo osvezˇitvi pojmov mnogoterost in simplicialni kom-
pleks ter povemo nekaj o triangulaciji krivulj in ploskev. Koncepti, predsta-
vljeni v tem poglavju, so osnovni gradniki za dokaz klasifikacijskega izreka
kompaktnih ploskev brez roba v nadaljevanju.
V 4. poglavju poiˇscˇemo enostavnejˇso predstavitev ploskev z besedo. Pred-
stavimo mnozˇico elementarnih transformacij, s pomocˇjo katerih dokazˇemo
klasifikacijski izrek za kompaktne ploskve brez roba.
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5. poglavje zacˇnemo s predstavitvijo osnovnih konceptov iz teorije voz-
lov, predstavimo primere locˇljivih in nelocˇljivih spletov ter povemo nekaj o
spletnem sˇtevilu. Poglavje zakljucˇimo z dokazom izreka, ki pravi, da vsaka
vlozˇitev polnega grafa K6 v prostor vsebuje nelocˇljivi (netrivialen) splet. Sle-
dnji izrek je kljucˇen za dokaz nevlozˇljivosti projektivne ravnine v R3.
Zakljucˇimo s 6. poglavjem, v katerem poiˇscˇemo K6 v triangulaciji Mo¨bi-
usovega traku ter pokazˇemo, kako iz tega sledi nevlozˇljivost projektivne rav-
nine. Z enakim argumentom dokazˇemo nevlozˇljivost poljubne neorientabilne
kompaktne ploskve brez roba.
Poglavje 2
Projektivna ravnina P2 in
primeri ploskev
2.1 Idealne tocˇke
Slika, ki jo slikar naslika na platno, je projekcija, odvisna od slikarjevega
polozˇaja v prostoru. Dolzˇine in koti na sliki se s spremembo polozˇaja zelo
spreminjajo, a vendar lahko objekte na sliki vecˇinokrat brez tezˇav prepo-
znamo. Ocˇitno obstajajo neke geometricˇne lastnosti, ki se s projekcijo ne
spreminjajo, kar nam omogocˇa, da objekt prepoznamo. S sˇtudijo takih geo-
metricˇnih lastnosti so se skozi zgodovino ukvarjali sˇtevilni umetniki, kot sta
na primer Leonardo da Vinci in Albrecht Du¨rer. Iskanje in preucˇevanje teh
lastnosti je temeljna naloga projektivne geometrije.
V projektivni geometriji o dolzˇinah in kotih ne govorimo na isti nacˇin
kot v elementarni, evklidski geometriji, saj dolzˇina in kot ocˇitno nista in-
varianta glede na projekcijo. Za nas pomembna razlika med projektivno in
elementarno geometrijo je nacˇin, kako v projektivni geometriji obravnavamo
presecˇiˇscˇa premic.
Eden izmed temeljnih aksiomov evklidske geometrije pravi, da sta pre-
mici vzporedni natanko tedaj, ko nimata skupnih tocˇk (presecˇiˇscˇ). To, da
presecˇiˇscˇe poljubnih premic ne obstaja vedno, v posebnih primerih vnese
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dodatno kompleksnost. Vsak dokaz, ki vkljucˇuje presecˇiˇscˇe premic, bi moral
obravnavati tudi poseben primer, ko sta premici vzporedni, kar bi projektivno
geometrijo po nepotrebnem zakompliciralo. Koncepte elementarne geome-
trije bi radi razsˇirili tako, da bi se temu izognili. Zˇelimo pa tudi, da na novo
uvedeni koncepti sposˇtujejo vse temeljne aksiome elementarne geometrije.
Pomagajmo si z intuicijo. Imejmo par premic, ki se sekata v nekem
presecˇiˇscˇu. Cˇe eno izmed premic iz para pocˇasi premikamo proti vzporedni
legi, se presecˇiˇscˇe pomika proti neskoncˇnosti. Za par vzporednih premic bi
tako lahko rekli, da se sekata v neskoncˇnosti.
Dodajmo vsaki premici p v ravnini sˇe neko tocˇko v neskoncˇnosti, ki ji
bomo rekli idealna tocˇka. Za to tocˇko naj velja, da lezˇi le na premicah, ki
so premici p vzporedne. Poljubna premica p′, ki je premici p vzporedna, bo
tako imela presecˇiˇscˇe s p v taki tocˇki.
Premica se v neskoncˇnost nadaljuje v dveh smereh, kar namiguje, da bi
morali biti idealni tocˇki dve, po ena za vsako smer. Eden izmed aksiomov
elementarne geometrije pravi, da lahko skozi vsaki dve tocˇki nariˇsemo na-
tanko eno premico. Cˇe bi namesto ene idealne tocˇke na premici p uvedli dve,
bi skozi ti dve tocˇki lahko narisali premico p ter tudi vse ostale premice, ki
so premici p vzporedne. S tem bi aksiom ocˇitno krsˇili.
Z uvedbo idealnih tocˇk smo dosegli, da imata poljubni premici v ravnini
presecˇiˇscˇe: premici, ki se sekata, imata za presecˇiˇscˇe navadno tocˇko v ravnini,
premici, ki sta vzporedni, pa se sekata v natanko eni idealni tocˇki.
Poskrbeti moramo, da bodo tudi idealne tocˇke zadosˇcˇale aksiomu, da
lahko skozi vsaki dve tocˇki poteka natanko ena premica. Poleg idealnih
tocˇk v ravnino zato dodamo sˇe natanko eno idealno premico, ki vsebuje
vse idealne tocˇke. Skozi dve idealni tocˇki navadna premica prav gotovo ne
more potekati, saj na vsaki navadni premici lezˇi natanko ena idealna tocˇka.
Prav tako idealna premica ne more vsebovati navadne tocˇke, saj navadna in
idealna tocˇka skupaj dolocˇata navadno premico. Idealna premica mora prav
gotovo vsebovati vse idealne tocˇke, saj zˇelimo, da se z vsako navadno premico
seka v kaksˇni tocˇki.
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2.2 Projektivna ravnina
Ravnini R2 z dodanim konceptom idealnih tocˇk pravimo projektivna rav-
nina, oznacˇimo jo s P.
∞1
∞2 ∞2
Slika 2.1: Evklidska ravnina z idealnimi tocˇkami
V projektivni ravnini imata dve poljubni premici skupno presecˇiˇscˇe; bo-
disi je presecˇiˇscˇe navadna tocˇka ravnine ali pa idealna tocˇka. Vsaka premica
p dolocˇa idealno tocˇko, ki je skupna natanko vsem premicam, ki so premici
p vzporedne. Poljuben sˇop vzporednih premic se tako seka v skupni idealni
tocˇki. Cˇeprav se premica nadaljuje v neskoncˇnost v obeh smereh, je idealna
tocˇka le ena.
Tocˇke projektivne ravnine lahko predstavimo z razlicˇnimi geometrijskimi mo-
deli. Isˇcˇemo cˇim enostavnejˇso predstavitev.
R2
Slika 2.2: Predstavitev tocˇk projektivne ravnine v R3 z zˇarki
Predstavitev z zˇarki. Evklidsko ravnino vlozˇimo v R3 s preslikavo
pi : R2 → R2×{−1}. Vsako tocˇko projektivne ravnine predstavimo z zˇarkom
(premico) skozi izhodiˇscˇe (slika 2.2). Vsako navadno tocˇko predstavlja zˇarek
skozi izhodiˇscˇe, ki vlozˇeno evklidsko ravnino seka natanko v tej tocˇki. Vsako
6 Patrik Zajec
idealno tocˇko predstavlja zˇarek skozi izhodiˇscˇe, ki je vlozˇeni evklidski rav-
nini vzporeden (lezˇi v R2 × {0}). Projekcija zˇarka idealne tocˇke na vlozˇeno
ravnino R2 × {−1} natanko dolocˇa mnozˇico vzporednih premic, ki jim je
idealna tocˇka skupna. Vsak zˇarek predstavlja natanko eno tocˇko – bodisi
navadno ali idealno. Zˇelimo si bolj simetricˇnega modela, v katerem bodo
tocˇke projektivne ravnine predstavljene s tocˇkami in ne zˇarki.
Predstavitev s sfero. Tocˇke projektivne ravnine predstavimo s tocˇkami
na sferi. Vsaka tocˇka je predstavljena s presecˇiˇscˇi zˇarka s sfero. Vsak zˇarek
sfero seka v natanko dveh tocˇkah, zato ima vsaka tocˇka projektivne ravnine
dve predstavitvi. Zˇarki, ki ustrezajo idealnim tocˇkam, sfero sekajo na ekva-
torju.
Slika 2.3: Predstavitev tocˇk projektivne ravnine na sferi
Ker ima zˇarek vsake navadne tocˇke presecˇiˇscˇe na obeh polsferah, lahko
zgornjo polsfero odstranimo.
Slika 2.4: Predstavitev tocˇk projektivne ravnine na polsferi
Vsaka navadna tocˇka projektivne ravnine ima na polsferi le eno predsta-
vitev. Idealne tocˇke so predstavljene s presecˇiˇscˇi zˇarkov z ekvatorjem, tako
ima vsaka idealna tocˇka dve predstavitvi.
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Slika 2.5: Predstavitev tocˇk projektivne ravnine z diskom
Predstavitev z diskom in pravokotnikom. Predstavitev s polsfero
lahko splosˇcˇimo v disk (slika 2.5). S svetlo modro barvo oznacˇimo notranjost
diska, v kateri lezˇijo predstavitve navadnih tocˇk projektivne ravnine.
Meja diska je ekvator sfere, na katerem lezˇijo predstavitve idealnih tocˇk.
Vsaka idealna tocˇka je predstavljena z dvema tocˇkama z meje diska. Cˇe
zˇelimo le eno predstavitev za vsako tocˇko, moramo tocˇke z meje diska paroma
identificirati.
Slika 2.6: Predstavitev tocˇk projektivne ravnine s pravokotnikom
Identifikacijo tocˇk lahko prikazˇemo tudi na meji pravokotnika. Disk pre-
oblikujemo v pravokotnik (slika 2.6). S svetlo modro barvo oznacˇimo no-
tranjost pravokotnika, ki ustreza notranjosti diska. Stranice pravokotnika z
isto barvo pusˇcˇice paroma identificiramo v smeri, ki jo pusˇcˇica dolocˇa. Cˇe
stranice pravokotnika na sliki 2.6 zlepimo skupaj, dobimo objekt, ki ga ne
moremo vlozˇiti v R3, ne da bi sekal samega sebe.
Cˇe smer pusˇcˇic na pravokotniku malo spremenimo ter stranice zlepimo,
dobimo objekt, ki ga v 3-razsezˇnem prostoru brez tezˇav nariˇsemo. Recˇemo
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mu torus (slika 2.7).
Slika 2.7: Predstavitev tocˇk torusa s pravokotnikom
Cˇe stranice pravokotnika oznacˇimo kot na sliki 2.8 ter jih paroma zlepimo,
dobimo predstavitev v 3-razsezˇnem prostoru, ki jo lahko preoblikujemo do
sfere.
Slika 2.8: Predstavitev tocˇk sfere s pravokotnikom
2.3 Identifikacije stranic
Vidimo, da lahko s spreminjanjem oznak na stranicah pravokotnika dobimo
razlicˇne objekte. Nekatere lahko v 3-razsezˇnem prostoru primerno prikazˇemo,
za nekatere druge pa bomo pokazali, da tak prikaz gotovo ne obstaja. V pro-
cesu lepljenja enako oznacˇene stranice zdruzˇimo tako, da v nastalem objektu
predstavljajo eno samo daljico. Tocˇke stranic se pri tem linearno identifi-
cirajo, da se smeri pusˇcˇic ujemata. Pravimo, da se stranice identificirajo z
linearnim homeomorfizmom v smeri, ki jo dolocˇa pusˇcˇica.
Pusˇcˇice, ki oznacˇujejo stranice za identifikacijo bomo namesto z enako
barvo raje oznacˇili s simbolom. Stranici, ki se paroma identificirata, bomo
oznacˇili z enakim simbolom, s pusˇcˇico pa bomo podali smer identifikacije.
Na sliki 2.9 identifikacije stranic v pravokotniku za predstavitev torusa in
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sfere namesto z barvnimi pusˇcˇicami kot na slikah 2.7 in 2.8 predstavimo s









Slika 2.9: Identifikacije stranic pri predstavitvi sfere in torusa
Predstavitev lahko sˇe dodatno poenostavimo. Zacˇnemo v spodnjem de-
snem ogliˇscˇu pravokotnika ter potujemo po stranicah v nasprotni smeri uri-
nega kazalca, dokler se ne vrnemo na zacˇetek. Iz simbolov stranic, ki jih
prepotujemo, tvorimo besedo. Simbol stranice, ki smo jo prepotovali v na-









Slika 2.10: Predstavitev identifikacij z besedo
Pravokotnike s slike 2.10 predstavimo z besedama abb−1a−1 ter aba−1b−1.



























Slika 2.11: Razlicˇne identifikacije stranic pravokotnika
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Sfera. Cˇe stranice pravokotnika oznacˇimo z besedo abb−1a−1 ter jih iden-
tificiramo, dobimo prostor, homeomorfen sferi (slika 2.12). Sfero oznacˇimo s
S2.
Slika 2.12: Sfera
Torus. Cˇe stranice pravokotnika oznacˇimo z besedo aba−1b−1 ter jih iden-
tificiramo, dobimo prostor, homeomorfen torusu (slika 2.13). Torus oznacˇimo
s T.
Slika 2.13: Torus
Kleinova steklenica. Kleinovo steklenico (slika 2.14) dobimo, cˇe stra-
nice pravokotnika oznacˇimo z besedo abab−1. Oznacˇimo jo s K.
Slika 2.14: Kleinova steklenica
Mo¨biusov trak. Mo¨biusov trak dobimo iz identifikacije, podane z be-
sedo abac. Cˇe model Mo¨biusovega traku izdelamo iz papirja, opazimo, da ima
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za razliko od navadnega traku le eno stran. Ker Mo¨biusov trak nima notranje
in zunanje strani, pravimo, da je neorientabilen. Pojem neorientabilnosti
bomo natancˇneje definirali v nadaljevanju.
Slika 2.15: Mo¨biusov trak
Vsem prikazanim objektom pravimo ploskve. Sfera, torus, projektivna
ravnina in Kleinova steklenica so primeri ploskev brez roba, ki jih bomo
obravnavali v nadaljevanju, Mo¨biusov trak pa je ploskev z robom.
Ploskve se delijo na orientabilne in neorientabilne. Ploskev je neo-
rientabilna natanko tedaj, ko vsebuje Mo¨biusov trak. Primera neorienta-
bilnih ploskev brez roba sta Kleinova steklenica in projektivna ravnina. Da
projektivna ravnina res vsebuje Mo¨biusov trak, bomo pokazali v naslednjem
razdelku. Velja, da neorientabilnih ploskev brez roba nikakor ne moremo
vlozˇiti v R3. Model Kleinove steklenice ocˇitno lahko nariˇsemo (slika 2.14), a
to ni vlozˇitev, saj ni injektivna (Kleinova steklenica seka samo sebe).
Orientabilni ploskvi sta sfera S2 in torus T, sliki 2.12 in 2.13 sta njuni
vlozˇitvi v R3.
Mo¨biusov trak je seveda tudi neorientabilna ploskev, a ima za razliko od
P in K rob. Slika 2.21 je njegova vlozˇitev v R3.
2.4 Mo¨biusov trak v projektivni ravnini
Kleinova steklenica in projektivna ravnina sta primera neorientabilnih plo-
skev. Cˇe na mejo Mo¨biusovega traku prilepimo disk, dobimo projektivno
ravnino, cˇe na mejo prilepimo Mo¨biusov trak, pa dobimo Kleinovo stekle-
nico.
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V predstavitvi projektivne ravnine s sfero poiˇscˇimo Mo¨biusov trak.
Slika 2.16: Predstavitev tocˇk projektivne ravnine na sferi
Sfero razdelimo na tri regije. Severni in juzˇni pol sta vsebovana vsak v
svojem disku, ekvator pa lezˇi v traku. Trdimo, da je to Mo¨biusov trak.
Slika 2.17: Izrezan trak
Nasprotne tocˇke na traku predstavljajo isto tocˇko projektivne ravnine.
Trak lahko razdelimo na dva dela ter obdrzˇimo le polovico, na kateri bo
imela vsaka tocˇka sˇe vedno vsaj eno predstavitev (slika 2.18).
Slika 2.18: Polovica traku
Vsaka tocˇka na polovici traku ima natanko eno predstavitev, razen tocˇk
na levem in desnem robu. Cˇe zˇelimo levi in desni rob pravilno identificirati,
moramo lepljenje izvesti v nasprotnih smereh, tako dobimo Mo¨biusov trak.
Del projektivne ravnine torej predstavlja Mo¨biusov trak, iz cˇesa pa je
sestavljen preostanek? Zgornji in spodnji del na sliki 2.16 sta diska, katerih
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tocˇke se paroma identificirajo. Oba predstavljata isti disk, zato lahko enega
odstranimo. Prav tako lahko odstranimo polovico traku, ki vsebuje ekvator.
Ostaneta nam disk in Mo¨biusov trak. Tocˇke zgornje meje Mo¨biusovega
traku (na sliki 2.19 oznacˇena z zeleno) se identificirajo s tocˇkami zgornje
meje diska. Vidimo, da projektivno ravnino sestavljata disk in Mo¨biusov
trak, prilepljena po meji.
Slika 2.19: Sestavni deli projektivne ravnine
2.5 Povezane vsote
Ploskve, ki smo jih spoznali v razdelku 2.3, lahko uporabimo kot gradnike
pri konstrukciji novih ploskev z operacijo, ki ji recˇemo povezana vsota.
Poljubni ploskvi A in B s povezano vsoto zdruzˇimo v eno – oznacˇimo
A#B. Iz obeh ploskev izrezˇemo disk ter nastala robova zlepimo skupaj (slika
2.20). V nadaljevanju bomo pokazali, da lahko poljubno ploskev brez roba
do homeomorfizma natancˇno predstavimo s sfero, povezano vsoto torusov ali
povezano vsoto projektivnih ravnin. Ploskve, ki jih lahko predstavimo s sfero
ali povezano vsoto torusov, so orientabilne, zanje tudi ocˇitno obstaja vlozˇitev
v R3 (na sliki 2.20 je vlozˇitev povezane vsote treh torusov). Vse neorienta-
bilne ploskve brez roba pa lahko do homeomorfizma natancˇno predstavimo
s povezano vsoto projektivnih ravnih. Pokazali bomo, da zaradi posebnih
lastnosti Mo¨biusovega traku projektivna ravnina ni vlozˇljiva v R3. Isti argu-
ment bomo uporabili tudi pri dokazu, da povezana vsota projektivnih ravnin
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ni vlozˇljiva v R3, iz cˇesar sledi, da tudi nobena neorientabilna ploskev brez
roba ni vlozˇljiva v R3.
Slika 2.20: Povezana vsota torusov
Za ploskve z robom trditev o nevlozˇljivosti ne velja. Mo¨biusov trak je
primer neorientabilne ploskve z robom, v R3 ga lahko vlozˇimo. Prav tako
lahko v R3 vlozˇimo povezano vsoto torusa in Mo¨biusovega traku ter celo
povezano vsoto Kleinove steklenice in Mo¨biusovega traku.
(a) T#M
(b) K#M




Mnogoterost je abstrakten matematicˇen prostor z lokalno evklidsko struk-
turo.
Definicija 3.1 Topolosˇki prostor X je lokalno evklidski prostor razsezˇnosti
n, cˇe ima vsaka tocˇka okolico U , homeomorfno odprti podmnozˇici prostora
Rn; tako okolico imenujemo evklidska okolica.
Struktura mnogoterosti je lahko zelo zapletena, zaradi lokalno evklidske
lastnosti pa lahko dovolj majhne okolice tocˇk obravnavamo kot podmnozˇice
Rn, ki jih dobro razumemo.
Definicija 3.2 Mnogoterost razsezˇnosti n ∈ N0 (ali na kratko n-mnogoterost)
je 2-sˇteven Hausdorffov topolosˇki prostor, v katerem ima vsaka tocˇka okolico,
homeomorfno odprti podmnozˇici prostora Rn.
Opomba: Poznamo tudi mnogoterosti z robom, ki so zajete s splosˇnejˇso
definicijo, v katerih ima vsaka tocˇka n-mnogoterosti okolico, homeomorfno
odprti podmnozˇici Rn−1× [0,∞). V nadaljevanju bomo obravnavali le mno-
goterosti brez roba, ki so podane z zgornjo definicijo.
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Trditev 3.3 Topolosˇki prostor M je lokalno evklidski prostor razsezˇnosti n
natanko tedaj, ko veljata ekvivalentni izjavi:
(a) vsaka tocˇka iz M ima okolico, homeomorfno odprti krogli v Rn;
(b) vsaka tocˇka iz M ima okolico, homeomorfno Rn.
Dokaz. Izjavi sta ekvivalentni, ker je vsaka odprta krogla v Rn homeomorfna
Rn. Naj bo p ∈ M tocˇka z okolico U ter f : U → V homeomorfizem med U
in odprto mnozˇico V v Rn. Ker je V odprta, gotovo obstaja odprta krogla
K = K(f(p), ) ⊂ V . Mnozˇica f−1(K) je odprta okolica za p, homeomorfna
odprti krogli K ⊂ Rn. 
Ker ima vsaka tocˇka p iz n-mnogoterosti okolico, homeomorfno odprti
krogli v Rn, ima p bazo evklidskih okolic.
Primer 3.4 Primeri mnogoterosti
(i) krozˇnica S1 je kompaktna 1-mnogoterost brez roba;
(ii) torus, sfera in projektivna ravnina iz poglavja 2 so povezane kompaktne
2-mnogoterosti.
Eden izmed pomembnejˇsih problemov v topologiji je klasifikacija mnogo-
terosti. Idealno bi zˇeleli imeti spisek vseh mozˇnih razredov homeomorfnih
n-mnogoterosti ter postopek, ki bi za poljubno n-mnogoterost dolocˇil, v ka-
teri homeomorfni razred spada. Pokazali bomo, da tak spisek obstaja za
1-mnogoterosti ter za kompaktne 2-mnogoterosti brez roba.
Definicija 3.5 Povezanim kompaktnim 2-mnogoterostim pravimo ploskve.
V razdelku 2.5 smo pokazali, kako lahko z operacijo povezane vsote kon-
struiramo nove ploskve. Povezana vsota je definirana nad mnogoterostmi
v splosˇnem. Velja, da je povezana vsota dveh povezanih n-mnogoterosti M1
in M2 tudi povezana n-mnogoterost. Geometricˇno izgleda povezana vsota
tako, da iz M1 in M2 izrezˇemo majhna, odprta diska ter nastala roba identi-
ficiramo.
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Bolj formalno, izberimo odprti vlozˇitvi φ1 : Rn → M1 in φ2 : Rn →
M2. Iz mnogoterosti M1 in M2 izrezˇemo odprti krogli B1 = φ1(K(0, 1)),
B2 = φ2(K(0, 1)), rezultat sta mnogoterosti M
′
1 = M1 \ B1, M ′2 = M2 \ B2.
Izberemo homeomorfizem h : ∂B1 → ∂B2 ter definiramo kvocientni prostor
M ′1 unionsq M ′2, v katerem vsak p ∈ ∂B1 identificiramo s h(p) ∈ ∂B2. Zlepku
M ′1 ∪hM ′2 pravimo povezana vsota mnogoterosti M1 in M2, oznacˇimo ga z
M1#M2.
Rezultat M1#M2 je seveda odvisen od izbire vlozˇitev φ1 in φ2 ter home-




Afina preslikava med Rn in Rm je kompozitum linearne preslikave L : Rn →
Rm in translacije z vektorjem b ∈ Rm. Tocˇko x ∈ Rn slika v Lx+ b.
Tocˇke v0, v1, ..., vk ∈ Rn so afino neodvisne, cˇe so vektorji v1 − v0, v2 −
v0, ..., vk − v0 linearno nedvisni.
Definicija 3.6 Simpleks razsezˇnosti k ali na kratko k-simpleks v Rn je kon-
veksna ogrinjacˇa k + 1 afino neodvisnih tocˇk v Rn. Za dane afino neodvisne
tocˇke v0, v1, ..., vk je simpleks, razpet s temi tocˇkami, enak








ti = 1, ti ≥ 0
}
.




Definicija 3.7 Lice k-simpleksa σ je vsak simpleks τ , razpet na neko pod-
mnozˇico njegovih ogliˇscˇ; oznacˇimo τ ≤ σ. 0-razsezˇna lica simpleksa σ so
ogliˇscˇa, k − 1-razsezˇna lica pa so glavna lica. Mnozˇico vseh lic razsezˇnosti
n oznacˇimo z σ(n).
Slika 3.2: Glavna lica 2- in 3-simpleksa.
Definicija 3.8 Preslikava f med simpleksoma σ ⊂ Rm in τ ⊂ Rk je sim-
plicialna, cˇe je zozˇitev neke afine preslikave L : Rm → Rk, ki slika ogliˇscˇa
simpleksa σ v ogliˇscˇa simpleksa τ .
Trditev 3.9 Simplicialna preslikava f je natanko dolocˇena s sliko ogliˇscˇ f0 :
σ(0) → τ (0).









Simpleksa σ in τ sta opremljena s topologijo podprostora. Lahko govo-
rimo o homeomorfizmu dveh simpleksov.
Trditev 3.10 Naj bo k nenegativno celo sˇtevilo. Poljubna k-simpleksa σ ⊂
Rn in τ ⊂ Rm za n,m ≥ k sta homeomorfna.
Dokaz. Simpleks σ razpenjajo ogliˇscˇa v0, ..., vk, simpleks τ pa ogliˇscˇa w0, ..., wk.
Obstaja linearna preslikava L : Rn → Rm, ki vektor vi − v0 preslika v
vektor wi − w0 za vsak i = 1, ..., k. Preslikava A : Rn → Rm, podana z
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A(x) = L(x) + b za b = w0 − L(v0), je afina. Velja:
A(vi) = A(vi − v0 + v0)
= L(vi − v0 + v0) + w0 − L(v0)
= L(vi − v0) + w0
= wi − w0 + w0
= wi.
Zozˇitev h = A|σ je iskani homeomorfizem. 
Standardni k-simpleks ∆k je konveksna podmnozˇica v Rk+1. Razpet je s







Slika 3.3: Standardni 1- in 2-simpleks
Iz trditve 3.11 sledi, da je standardni k-simpleks homeomorfen zaprti
krogli Bk+1.
Trditev 3.11 Naj bo K kompaktna, konveksna podmnozˇica v Rn z neprazno
notranjostjo. Obstaja homeomorfizem h : K → Bn, ki Meja(K) slika v Sn−1.
Dokaz. Predpostavimo, da je 0 ∈ Int(K). Cˇe ni, izberemo tocˇko c ∈ Int(K)
ter prostor Rn transliramo z x 7→ x− c.
Zˇelimo konstruirati homeomorfizem f : Meja(K) → Sn−1. Opazujmo
zˇarek r, ki se zacˇne v izhodiˇscˇu 0 ∈ K ter poteka skozi neko mejno tocˇko
x0 ∈ Meja(K). Ker je K kompaktna mnozˇica, zˇarek r pa zaprta, je presek
K ∩ r kompakten v K. Tako obstaja tocˇka x0 ∈ K ∩ r, ki je od izhodiˇscˇa
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najbolj oddaljena ter gotovo lezˇi na Meja(K). Trdimo, da je v preseku
r ∩Meja(K) natanko ena tocˇka.
Obstaja  > 0, da K(0, ) ⊂ K. Vsak zˇarek med y ∈ K(0, ) in x0 je
vsebovan v K. Tocˇka oblike λx0 za 0 ≤ λ < 1, je vsebovana v odprti krogli
K(λx0, (1 − λ)). Ker so vse tocˇke λx0 za 0 ≤ λ < 1 notranje seka zˇarek r




je tako injektivna in surjektivna. Ker je mnozˇica Meja(K) kompaktna, Sn−1
pa Hausdorffov prostor, je f zaprta preslikava in posledicˇno homeomorfizem.
Preslikavo f uporabimo pri konstrukciji homeomorfizma Bn → K. Pre-
slikava F : Bn → K, dolocˇena z F (0) = 0 in





za x 6= 0, slika vsako tocˇko x ∈ Bn linearno na zˇarek, ki poteka iz izhodiˇscˇa






Pokazˇimo, da je F zvezna v tocˇki 0. Velja, da je limx→0 F (x) = 0n natanko
tedaj, ko je limx→0 |F (x)| = 0. Ker je K omejena, obstaja R, da velja |y| < R
za vsak y ∈ K. Zato je
∣∣∣f−1 ( x|x|)∣∣∣ < R za vsak x ∈ Bn r {0}. Ker je tudi
limx→0 |x| = 0, je
lim
x→0
|F (x)| = |x|
∣∣∣∣f−1( x|x|
)∣∣∣∣ = 0,
torej je F zvezna.
Tocˇka x zˇarek z zacˇetkom v izhodiˇscˇu natanko dolocˇa, nanj pa se slika
linearno glede na |x| ∈ (0, 1], tako je F ocˇitno injektivna. Ker vsaka tocˇka
y ∈ K lezˇi na nekem zˇarku, je F tudi surjektivna. F slika iz kompaktnega v
Hausdorffov prostor, torej je zaprta in tudi homeomorfizem. 
Definicija 3.12 Evklidski simplicialni kompleks K je druzˇina simple-
ksov v Rm, ki zadosˇcˇa pogojem:
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• cˇe je simpleks σ ∈ K, potem je vsako lice σ tudi v K;
• presek simpleksov σ, τ ∈ K je prazen ali lice obeh;
• vsaka tocˇka simpleksa σ ∈ K ima okolico, ki seka le koncˇno mnogo
simpleksov iz K.
Slika 3.4: Primer veljavnega 2-razsezˇnega simplicialnega kompleksa
Slika 3.5: Primer neveljavnega 2-razsezˇnega simplicialnega kompleksa
Razsezˇnost K je dolocˇena kot najvecˇja razsezˇnost simpleksa, ki ga K
vsebuje.
Unija vseh simpleksov iz K skupaj s topologijo podprostora Rn je to-
polosˇki prostor, ki mu pravimo topolosˇki polieder, oznacˇimo ga z |K|.
Primer 3.13 Evklidski poliedri:
(a) n-simpleks σ skupaj z vsemi svojimi lici dolocˇa simplicialni kompleks,
katerega polieder je simpleks σ sam, homeomorfen Bn;
(b) mnozˇica glavnih lic n-razsezˇnega simpleksa σ, ki tvori rob ∂σ je simpli-
cialni kompleks, katerega polieder je homeomorfen Sn−1;
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(c) mnozˇica vseh enotskih intervalov {[n, n+ 1] ⊂ R|n ∈ Z} (1-simpleks) sku-
paj z mnozˇico ogliˇscˇ {n|n ∈ Z} (0-simpleks) je simplicialni kompleks,
katerega polieder je R;
(d) mnozˇica ogliˇscˇ in robov pravilnega m-stranega mnogokotnika v ravnini
tvori simplicialni kompleks, katerega polieder je homeomorfen S1.
Trditev 3.14 Topologija poliedra |K| je usklajena s topologijo simpleksov
σ ∈ K.
Lema 3.15 Naj bo {Xλ} zaprto pokritje prostora X, ki je lokalno koncˇno.
Tedaj je A ⊂ X zaprta natanko takrat, ko je Xλ ∩ A zaprta v Xλ za vse λ
(povzeto po [6]).
Dokaz. Cˇe je A zaprt v X, so zaprti tudi vsi preseki Xλ ∩ A.
Obratno, ker jeX lokalno koncˇen, ima poljuben x /∈ A okolico U , ki seka le
koncˇno mnogo cˇlenov pokritja, oznacˇimo jih z Xλ1 , . . . , Xλk . Po predpostavki
je za i = 1, . . . , k presek A ∩Xλi zaprt v Xλi in zato tudi zaprt v X (saj je
Xλi zaprt v X). Tedaj je V = (Xλ1 ∩A)c∪ . . .∪ (Xλk ∩A)c odprta mnozˇica v
X, ki ne vsebuje A, ter U ∩ V odprta okolica za x /∈ A, ki ne seka A. Ker za
vsako tocˇko x /∈ A obstaja odprta okolica, ki A ne seka, je A zaprta mnozˇica
v X. 
Dokaz. (Trditev 3.14) Simpleksi iz K so v poliedru |K| zaprti. Ker po defi-
niciji 3.12 vsaka tocˇka iz K seka koncˇno mnogo simpleksov, tvorijo simpleksi
iz K lokalno koncˇno zaprto pokritje za |K|. Po lemi 3.15 je topologija |K|
usklajena s topologijo simpleksov. 
Definicija 3.16 Zvezna preslikava med poliedroma f : |K| → |L| je sim-
plicialna, cˇe velja:
(i) slika vsakega simpleksa σ ∈ K je simpleks v L;
(ii) zozˇitev f |σ na poljuben simpleks σ ∈ K je simplicialna preslikava med
simpleksoma σ in f(σ) ∈ L.
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Trditev 3.9 pokazˇe, da je simplicialna preslikava med poljubnima simple-
ksoma σ in τ natanko dolocˇena s sliko ogliˇscˇ simpleksa σ. Posledicˇno to velja
tudi za simplicialno preslikavo med poliedri.
Trditev 3.17 Vsaka simplicialna preslikava f : |K| → |L| je natanko dolocˇena
s sliko ogliˇscˇ K(0).
Dokaz. Zozˇitev simplicialne preslikavo f : |K| → |L| na poljuben simpleks
σ = [v0, ..., vk] ∈ K je simplicialna preslikava med simpleksoma σ in f(σ) ∈ L,
ki je po trditvi 3.9 natanko dolocˇena s sliko ogliˇscˇ [f(v0), ..., f(vk)].
Zozˇitev f na ogliˇscˇa (0-simplekse) v K tako enolicˇno dolocˇa preslikavo f ,














za f0 = f |K(0) . 
Trditev 3.18 Naj bo f simplicialna preslikava med poliedroma |K| in |L|
ter f0 zozˇitev f na ogliˇscˇa simplicialnega kompleksa K. Cˇe velja:
(i) f0 je bijektivna;
(ii) v0, ..., vk so ogliˇscˇa simpleksa iz K natanko tedaj, ko so f0(v0), ..., f0(vk)
ogliˇscˇa simpleksa iz L;
je f homeomorfizem med |K| in |L|.
Dokaz. Ker je f0 bijektivna, je sˇtevilo ogliˇscˇ v K enako sˇtevilu ogliˇscˇ v L.
Ogliˇscˇa {v0, ..., vk} razpenjajo k-simpleks v K natanko tedaj, ko so ogliˇscˇa
{f0(v0), . . . , f0(vk)} = w0, ..., wk paroma razlicˇna ter razpenjajo k-simpleks v
L. Zozˇitev f |σ na poljuben k-simpleks σ ∈ K je homeomorfizem med σ in
k-simpleksom f(σ) ∈ L. 
Velja torej, da sta poliedra |K| in |L| homeomorfna natanko tedaj, ko
imata simplicialna kompleksa K in L izomorfno ogliˇscˇno shemo. Kot
ogliˇscˇno shemo simplicialnega kompleksa K si predstavljamo druzˇino mnozˇic
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ogliˇscˇ iz K, ki v K razpenjajo simpleks. Cˇe obstaja bijektivna preslikava g,
ki mnozˇice ogliˇscˇne sheme za K bijektivno slika v mnozˇice ogliˇscˇne sheme
za L, potem obstaja tudi homeomorfizem med poliedroma |K| in |L|. V
nadaljevanju definiramo abstraktni simplicialni kompleks kot ogliˇscˇno shemo
nekega evklidskega simplicialnega kompleksa.
3.3 Abstraktni simplicialni kompleks
Motivirani s posledico trditve 3.18 definiramo pojem abstraktnega simplici-
alnega kompleksa.
Definicija 3.19 Abstraktni simplicialni kompleks K je druzˇina koncˇnih,
nepraznih podmnozˇic, ki jim recˇemo abstraktni simpleksi. Za vsak ab-
straktni simpleks σ ∈ K velja, da je vsaka prava podmnozˇica σ tudi v K.
Elementom abstraktnega simpleksa v ∈ σ pravimo ogliˇscˇa, vsaki nepra-
zni podmnozˇici simpleksa τ ⊂ σ pravimo lice.
Vzemimo poljuben evklidski simplicialni kompleks K. S K oznacˇimo
druzˇino koncˇnih mnozˇic ogliˇscˇ {v0, . . . , vk} ⊂ K(0), ki v K razpenjajo sim-
pleks. Druzˇina koncˇnih mnozˇic K je abstraktni simplicialni kompleks, ki mu
recˇemo tudi ogliˇscˇna shema za K. Kot vidimo, lahko evklidski simplicialni
kompleks do homeomorfizma natancˇno dolocˇimo z ogliˇscˇno shemo oziroma
s prirejenim abstraktnim simplicialnim kompleksom. Abstraktni simpleksi v
abstraktnem kompleksu K so zgolj mnozˇice ogliˇscˇ, katerih vsaka neprazna
podmnozˇica tudi razpenja nek abstraktni simpleks iz K. Vsaka simplicialna
preslikava med simpleksoma je natanko dolocˇena s sliko ogliˇscˇ, poljubna dva
evklidska k-simpleksa pa sta homeomorfna. Poiˇscˇemo tako geometricˇno re-
alizacijo |σ| abstraktnega k-simpleksa σ, da je homeomorfna evklidskemu
k-simpleksu.
Definicija 3.20 Geometricˇna realizacija abstraktnega simplicialnega kom-
pleksa K je unija geometricˇnih realizacij abstraktnih simpleksov |σ| za vsak
σ ∈ K. Naravna vlozˇitev pi : unionsq|σ| → |K| dolocˇa kvocientno topologijo na |K|.
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Za tako definirano geometricˇno realizacijo abstraktnega kompleksa K, ki
je ogliˇscˇna shema nekega evklidskega simplicialnega kompleksa K, velja, da
ima geometricˇno realizacijo |K| homeomorfno poliedru |K|. Za tak kompleks
ocˇitno velja naslednja trditev.
Trditev 3.21 Naj bo K abstraktni simplicialni kompleks, ki je ogliˇscˇna shema
nekega evklidskega simplicialnega kompleksa K, ter |K| njegova geometricˇna
realizacija. Veljajo naslednje trditve.
(i) Vsak simpleks |σ| je kompaktna, zaprta podmnozˇica v |K|.
(ii) Topologija |K| je usklajena s topologijo podprostorov {|σ| |σ ∈ K}.
Ob tako definiranih geometricˇnih realizacijah lahko le z definicijo pravil,
katera ogliˇscˇa razpenjajo simplekse, do homeomorfizma natancˇno dolocˇimo
polieder.
Primer 3.22 Primeri abstraktnih kompleksov, ki so ogliˇscˇne sheme primerov
3.13. Velja, da so poliedri abstraktnih kompleksov homeomorfni poliedrom
evklidskih kompleksov.
1. Druzˇina vseh nepraznih podmnozˇic mnozˇice {0, 1, ..., n} je abstraktni
kompleks, katerega polieder je homeomorfen Bn.
2. Druzˇina vseh pravih nepraznih podmnozˇic mnozˇice {0, 1, ..., n} je ab-
straktni kompleks, katerega polieder je homeomorfen Sn−1.
3. K∞ je abstraktni kompleks, ki ima za 0-simplekse enojce {{n} : n ∈ Z}
ter za 1-simplekse pare {{n, n + 1} : n ∈ Z}, polieder je homeomorfen
R.
4. Za m ∈ N in m ≥ 3 je Km abstraktni kompleks, ki ima za 0-simplekse
enojce {{1}, {2}, ..., {m}} ter za 1-simplekse pare {{1, 2}, {2, 3}, ..., {m−
1,m}, {m, 1}}, polieder je homeomorfen S1.
Topolosˇkemu prostoru X, ki je homeomorfen geometricˇni realizaciji ne-
kega simplicialnega kompleksa, pravimo polieder. Simplicialnemu komple-
ksu K pa pravimo triangulacija.
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Prirejeni graf
Definiramo graf kot 1-razsezˇni polieder dane triangulacije (simplicialnega
kompleksa) K. Vozliˇscˇa grafa so 0-simpleksi, povezave pa 1-simpleksi K.
Tak graf je enostaven, saj je med vsakim parom vozliˇscˇ najvecˇ ena povezava,







Slika 3.6: Simplicialni kompleks in prirejeni graf
Podgraf grafaG je polieder 1-razsezˇnega podkompleksa. GrafG je koncˇen,
cˇe je koncˇen njegov prirejeni kompleks.
3.4 Triangulacija
Izrek 3.23 (Triangulacijski izrek za 1-mnogoterosti.) Vsako 1-mnogoterost
M lahko trianguliramo z 1-razsezˇnim simplicialnim kompleksom.
Dokaz. Poiskati zˇelimo simplicialni kompleks K, ki ima polieder |K| ho-
meomorfen M . Pomagali si bomo z zaporedjem kompaktnih podprostorov
Gn ⊂M za n = 1, 2, ..., katerih unija je cel M in za katere velja:
(i) vsak Gn je koncˇen graf;
(ii) Gn je podgraf Gn+1 za vsak n;
(iii) za vsak n obstaja m > n, tako da Gn ⊂ Int(Gm).
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Ker je M 1-mnogoterost, obstaja sˇtevno pokritje za M iz odprtih 1-
razsezˇnih evklidskih krogel {Bi}. Zaprtje vsake krogle Bi je po trditvi 3.11
homeomorfno 1-simpleksu. Ker je notranjost zaprte krogle Int(Bi) enaka
notranjosti Bi kot simpleks, je Bi 1-simpleks v M z notranjostjo Bi in ogliˇscˇi
Bi \Bi.
Naj bo G1 graf 1-simpleksa B1 skupaj z ogliˇscˇi. Vzemimo n > 1 ter
predpostavimo, da zˇe imamo zaporedje koncˇnih grafov G1 ⊂ G2 ⊂ ... ⊂ Gn,
ki zadosˇcˇajo pogojema i in ii ter Gn = B1 ∪B2 ∪ ... ∪Bn.
Nekatera izmed ogliˇscˇ Gn lahko lezˇijo v notranjosti Bn+1; tista, ki lezˇijo,
dolocˇajo subdivizijo grafa Bn+1 na koncˇen graf S tako, da nobeno ogliˇscˇe
grafa Gn ne lezˇi v notranjosti kaksˇnega roba grafa S.
S
Gn Gn
Pokazali bomo, da lahko za graf Gn+1 izberemo Gn ∪ S.
Rob e iz S bodisi seka robove grafa Gn le v ogliˇscˇih ali pa je v celoti
vsebovan v nekem robu e′ grafa Gn. Cˇe ima e notranjo tocˇko p ∈ Int(e),
ki lezˇi na nekem robu e′ iz Gn, potem velja p ∈ Int(e) ∩ Int(e′) (ker je
S subdivizija z lastnostjo, da ogliˇscˇe roba e′ ne lezˇi v notranjosti roba e).
Presek Int(e) ∩ Int(e′) je odprt v Int(e) in je enak Int(e) ∩ e′. Ker pa
je e′ kompakten podprostor v Hausdorffovem prostoru M , je e′ zaprt v M ,
torej je presek Int(e)∩ e′ tudi zaprt v Int(e). Ker je Int(e) povezan, presek
Int(e) ∩ e′ pa hkrati odprt in zaprt, velja Int(e) ∩ e′ = Int(e), torej je e v
celoti vsebovan v e′.
Iz grafa S pobriˇsemo vse take robove e, ki so zˇe vsebovani v grafu Gn, in
izberemo Gn+1 = Gn ∪ S. Pokazˇimo, da Gn+1 ustreza pogojema (i) in (ii).
Robovi S sekajo robove Gn le v ogliˇscˇih, lahko pa se zgodi, da nek rob e iz
S seka rob e′ iz Gn v obeh ogliˇscˇih.
Tak rob e razdelimo na dva dela z ogliˇscˇem v notranjosti (na sliki) ter tako
poskrbimo, da vsak rob e iz S seka nek rob e′ iz Gn v najvecˇ enem ogliˇscˇu.
28 Patrik Zajec
Ker Gn+1 sestavlja le koncˇno mnogo simpleksov, je topologija Gn+1 usklajena
s topologijo simpleksov. Gn+1 je koncˇen graf s poliedrom B1∪B2∪ ...∪Bn+1,
ki vsebuje Gn kot podgraf. Dobimo zaporedje grafov {Gn}n. Ker je unija Gn
enaka M , za vsako tocˇko iz M velja, da je vsebovana v nekem Gn za dovolj
velik n. Ker je {Bi} sˇtevno pokritje za M , gotovo obstaja nek m > n, da je
kompakten Gn pokrit z B1 ∪ B2 ∪ ... ∪ Bm, kar izpolnjuje pogoj (iii), ker je
Gn ⊂ Int(Gm).
K naj bo (abstraktni) simplicialni kompleks, katerega ogliˇscˇa so unija
ogliˇscˇ Gn za vse n, 1-simpleksi pa so pari ogliˇscˇ {v, v′}, ki v nekem Gn
razpenjajo rob. Preslikavi h : |K| →M , ki vsak 1-simpleks izK homeomorfno
preslika v pripadajocˇi rob iz M , je bijekcija. Cˇe je h tudi zaprta preslikava,
je homeomorfizem.
Ker ima |K| topologijo usklajeno s simpleksi, je mnozˇica F ⊂ |K| zaprta
natanko tedaj, ko je presek F ∩ |σ| zaprt v vsakem simpleksu |σ| ∈ |K|. Ker
je h nad simpleksi homeomorfizem, je slika h(F ∩ |σ|) zaprta v h(|σ|). Cˇe
pokazˇemo, da je topologija M usklajena s topologijo simpleksov, sledi, da je
F zaprta v M ter h homeomorfizem.
Za mnozˇico A ⊂M , ki je zaprta v M , so preseki A∩σ zaprti v σ, saj imajo
simpleksi topologijo podprostora M . Obratno, naj bo B ⊂ M mnozˇica, ki
ima zaprt presek z vsakim izmed simpleksov. Cˇe je x ∈ M mejna tocˇka za
B, izberemo dovolj velik n, da je x ∈ Int(Gn) (torej B ⊂ Int(Gn)). Ker je
presek B z vsakim izmed koncˇno mnogo simpleksov iz Gn zaprt v Gn, Gn pa
zaprt v M , sledi, da je B ∩ Int(Gn) zaprt v Int(Gn). Ker je x ∈ B, velja, da
je B zaprt v M , torej ima M usklajeno topologijo s simpleksi. 
Izrek 3.24 (Triangulacijski izrek za 2-mnogoterosti.) Vsako 2-mnogoterost
lahko trianguliramo z 2-razsezˇnim simplicialnim kompleksom, v katerem vsak
rok lezˇi na natanko dveh 2-simpleksih.
Dokaz za kompaktne 2-mnogoterosti najdemo v [7].
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3.5 Orientacija
Mo¨biusov trak (razdelek 2.3) je primer kompaktne povezane 2-mnogoterosti
z robom. Za Mo¨biusov trak pravimo, da je neorientabilen, saj ima za razliko
od navadnega traku eno samo stran. Z uporabo simplicialnih kompleksov
lahko pojem neorientabilnosti natancˇneje definiramo. Namesto da izberemo,
katera stran trikotnika (2-simpleksa) v triangulaciji je zgornja, bomo izbrali
orientacijo njegovih ogliˇscˇ.
Pojem orientacije lahko razsˇirimo na simplicialne komplekse poljubnih
dimenzij, v nasˇem primeru pa se omejimo na 2-razsezˇne simplicialne kom-
plekse. Orientacija 1-simpleksa je izbira njegovega zacˇetnega in koncˇnega
ogliˇscˇa. Orientacija 2-simpleksa je izbira smeri rotacije.
Slika 3.7: Orientacija 2-simpleksa
Cˇe je σ orientiran 2-simpleks, njegova orientacija dolocˇa orientacije vseh
njegovih mejnih lic, pravimo ji inducirana orientacija.
Slika 3.8: Inducirana orientacija
Naj bo sedaj K nek 2-razsezˇen simplicialni kompleks, v katerem je vsak
1-simpleks τ lice natanko dveh 2-simpleksov σ in σ′. Pravimo, da sta orien-
taciji simpleksov σ in σ′ usklajeni, cˇe inducirata nasprotno orientacijo nad
τ . Orientacija simplicialnega kompleksa K je izbira orientacije vsakega k-
simpleksa tako, da sta para, ki si delita 1-simpleks, usklajeno orientirana. Cˇe
obstaja taka orientacija za simplicialni kompleks K, recˇemo, da je orienta-
bilen (slika 3.9).
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Slika 3.9: Orientabilen 2-razsezˇni simplicialni kompleks
Triangulacija Mo¨biusovega traku s slike 3.10 ni orientabilna. Z orientacijo
trikotnika (2-simpleksa) v5v1v4 je dolocˇena usklajena orientacija vseh osta-
lih trikotnikov. Trikotnika v5v1v4 ter v1v4v3 dolocˇata enako orientacijo na
skupnem robu v1v4, zato ta simplicialni kompleks ni orientabilen.
v1 v2 v3 v4
v4 v5 v6 v1




Definicija 4.1 Poligonska regija P je kompaktna podmnozˇica ravnine R2,
katere meja je koncˇen 1-razsezˇni evklidski simplicialni kompleks K, ki zadosˇcˇa
pogojem:
(i) vsaka notranja tocˇka q iz roba ima tako odprto okolico U v R2, da je
P ∩ U enak preseku U z zaprto polravnino;
(ii) vsako ogliˇscˇe v ima tako odprto okolico V ⊂ R2, da je P ∩ V enak
preseku V z dvema zaprtima polravninama, katerih meji se sekata v
tocˇki v.
Slika 4.1: Okolici robne tocˇke in ogliˇscˇa v poligonski regiji
Koncˇna druzˇina disjunktnih mnogokotnikov v ravnini je primer poli-
gonske regije, saj je kompatna in omejena s koncˇno mnogo 1-simpleksi, ki
zadosˇcˇajo pogojem iz definicije.
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Trditev 4.2 Naj bo P koncˇna disjunktna unija mnogokotnikov, da je vsota
sˇtevila stranic mnogokotnikov soda. S ∼ oznacˇimo ekvivalencˇno relacijo, ki
robove paroma identificira z linearnim homeomorfizmom. Kvocientni prostor
M = P/∼ je kompaktna 2-mnogoterost.
Pri dokazu 2-ˇstevnosti M bomo uporabili sledecˇo lemo.
Lema 4.3 Naj bo X 2-sˇteven prostor ter q : X →M kvocientna preslikava.
Cˇe je M lokalno evklidski (definicija 3.1), je tudi 2-sˇteven.
Dokaz. Ker je M lokalno evklidski, obstaja pokritje {U |U ∈ U} za M ,
da je vsak U homeomorfen evklidski krogli. Druzˇina {q−1(U) |U ∈ U} je
odprto pokritje za X, ki ima zaradi 2-ˇstevnosti prostora X sˇtevno podpo-
kritje UX . Obstaja torej sˇtevna podmnozˇica U ′ ⊂ U pokritja za M , tako da
je UX = {q−1(U) |U ∈ U ′}. Ker je UX sˇtevno pokritje za X, je U ′ sˇtevno
pokritje za M iz mnozˇic homeomorfnih evklidskim kroglam. Ker ima vsaka
evklidska krogla sˇtevno bazo okolic, ima sˇtevno bazo okolic tudi vsak U ∈ U ′,
unija takih okolic je sˇtevna baza za M . 
Dokaz. (Trditev 4.2) Naj bo q : P →M kvocientna preslikava. Kvocien-
tni prostor M je zvezna slika kompaktnega prostora P , torej je kompakten
prostor ter po lemi 4.3 tudi 2-ˇsteven. Tocˇke kvocientnega prostora p ∈ M
spadajo v tri razrede:
(i) notranje tocˇke, katerih praslika je v notranjosti P ;
(ii) robne tocˇke, katerih praslika lezˇi v notranjosti robov iz P ;
(iii) ogliˇscˇne tocˇke, katerih praslika so ogliˇscˇa iz P .
Poiˇscˇimo evklidske okolice za tocˇke iz vsakega razreda posebej.
Notranje tocˇke. Preslikava q slika Int(P ) v M bijektivno, Int(P ) je
tako nasicˇena odprta mnozˇica ter zato odprta v M . q(Int(P )) je evklidska
okolica vsake notranje tocˇke iz M .
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Robne tocˇke. Robna tocˇka r ∈ M ima natanko dve prasliki q−1(r) =
{r1, r2} ⊂ P , ki lezˇita vsaka v svojem robu. Robova se v kvocientu identifi-
cirata. Po definiciji 4.1 za notranji robni tocˇki r1 in r2 obstajata disjunktni
odprti okolici U1 in U2, za kateri sta preseka U1∩P ter U2∩P zaprta poldiska
v ravnini.
Slika 4.2: Tocˇki r1 in r2 z okolicama
Oznacˇimo z V1 = P ∩ U1 in V2 = P ∩ U2 notranjosti poldiskov s pripa-
dajocˇim delom roba. V1 lahko z afinim homeomorfizmom α1 premaknemo v
poldisk na zgornji polravnini, podobno lahko z afinim homeomorfizmom α2
premaknemo V2 v poldisk na spodnji polravnini, tocˇki r1 in r2 pa slikamo v
izhodiˇscˇe. V1 in V2 prej zozˇimo tako, da se vse tocˇke v V1∩Meja(P ) pravilno
identicifirajo s tocˇkami V2 ∩Meja(P ). Z zozˇitvijo zagotovimo, da je V1 ∪ V2
nasicˇena mnozˇica v P .
Ker je V1 ∪ V2 nasicˇena v P , je q(V1 ∪ V2) odprta v M . Iz r1, r2 ∈ V1 ∪ V2
sledi, da je r ∈ q(V1 ∪ V2), torej je tudi odprta okolica za r.
Naj bo α : V1∪V2 → R2 preslikava, za katero velja α|V1 = α1 in α|V2 = α2.
Slika mnozˇice V1 ∪ V2 s preslikavo α je odprta mnozˇica v R2. Preslikava α
je kvocientna in naredi iste identifikacije kot zozˇitev kvocientna preslikave
q|V1∪V2 , zato inducira homeomorfizem α med prostoroma q(V1∪V2) in α(V1∪
V2).






S tem smo pokazali, da je odprta okolica q(V1 ∪ V2) homeomorfna odprti
mnozˇici α(V1 ∪ V2) v R2, torej je q(V1 ∪ V2) evklidska okolica za r.
Ogliˇscˇne tocˇke. Ogliˇscˇe v ∈M ima za prasliko koncˇno mnozˇico q−1(v) =
{v1, ..., vk} ⊂ P . Okolica tocˇke vi ima po definiciji 4.1 obliko krozˇnega izseka,
ki je na izseku krozˇnice odprt. Za vsak i = 1, ..., k poiˇscˇemo homeomorfi-
zem βi med okolico tocˇke vi ter krozˇnim izsekom s srediˇscˇnim kotom 2pi/k v
ravnini, ki ima v polarnih koordinatah tocˇke {(r, φ) |φ0 ≤ φ ≤ φ0 + 2pi/k}.
Robovi, na katerih lezˇijo ogliˇscˇa vi za i = 1, . . . , k, se paroma identificirajo,
zato lahko krozˇne izseke zlepimo v krozˇnico. Pri tem moramo paziti, da se
tocˇke na robovih pravilno identificirajo. Podobno kot pri ogliˇscˇnih tocˇkah
sestavimo kvocientno preslikavo β, ki slika unijo okolic vi za i = 1, . . . , k v
odprto podmnozˇico R2 ter naredi iste identifikacije kot zozˇitev kvocientne
preslikave q.
Slika 4.3: Okolice tocˇk v1, . . . , vk

Velja tudi, da lahko vsako kompaktno ploskev brez roba predstavimo kot
kvocientni prostor druzˇine mnogokotnikov s paroma identificiranimi strani-
cami. To bomo pokazali v nadaljevanju.
Predstavitev z besedo. Za dokaz klasifikacijskega izreka potrebujemo
enostaven nacˇin za predstavitev ploskev. Ploskev bomo predstavili kot kvo-
cientni prostor koncˇne unije mnogokotnikov s sodim sˇtevilom vseh robov,
v kateri se robovi paroma identificirajo. Primeri predstavitve z besedo so
podani v razdelku 2.3. Recimo, da ima druzˇina mnogokotnikov S skupaj
2n robov. Robove oznacˇimo s simboli a1, ..., an, kjer sta z istim simbolom
oznacˇena robova, ki se identificirata. Smer identifikacije robov po potrebi
oznacˇimo sˇe s simbolom −1 (glej razdelek 2.3).
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Definicija 4.4 Predstavitev z besedo P je mnozˇica besed {W1, ...,Wk}, kjer
vsaka beseda predstavlja mnogokotnik iz disjunktne unije.
Geometricˇna realizacija predstavitve z besedo P je kvocientni prostor
disjunktne unije mnogokotnikov s paroma identificiranimi stranicami. Vsaki
besedi Wi ∈ P priredimo konveksni n-strani mnogokotnik, kjer je n dolzˇina
besede Wi. Kvocientni prostor, v katerem se stranice mnogokotnikov identi-
ficirajo z linearnimi homeomorfizmi, je geometricˇna realizacija |P|.
Izrek 4.5 Za vsako kompaktno ploskev M obstaja predstavitev z besedo.
Dokaz. Po triangulacijskem izreku 3.24 je M homeomorfna poliedru 2-
razsezˇnega simplicialnega kompleksa K, v katerem je vsak 1-simpleks lice na-
tanko dveh 2-simpleksov. Iz simplicialnega kompleksa K konstuiramo pred-
stavitev z besedo P tako, da vsak 2-simpleks predstavimo z besedo dolzˇine
3, vsak 1-simpleks pa oznacˇimo z istim simbolom v obeh predstavitvah 2-
simpleksov.
Pokazali bomo, da je geometricˇna realizacija take predstavitve z besedo
|P| homeomorfna poliedru |K|, ki je homeomorfen kompaktni ploskvi M . Cˇe
pokazˇemo, da naredita kvocientni preslikavi qK : P → |K| ter qP : P →
|P| iste identifikacije, bo obstoj homeomorfizma med |K| in |P| direktna
posledica.
Iz konstrukcije predstavitve z besedo P je jasno, da naredita kvocientni
preslikavi iste identifikacije robov.
Za dokaz identifikacije ogliˇscˇ izberimo poljubno ogliˇscˇe v ∈ K. v je gotovo
ogliˇscˇe nekega 1-simpleksa. Po izreku 3.24 je ta 1-simpleks lice natanko dveh
2-simpleksov, oznacˇimo ju z σ in σ′. Naj bo ∼ ekvivalencˇna relacija, za katero
velja σ ∼ σ′ za σ, σ′ ∈ K natanko tedaj, ko oba vsebujeta ogliˇscˇe v ter obstaja
zaporedje 2-simpleksov σ = σ1, ..., σn = σ
′ iz K, v katerem imata zaporedna
simpleksa σi in σi+1 za i = 1, ..., n− 1 skupni 1-simpleks. Cˇe obstaja en sam
ekvivalencˇni razred za v, se identifikaciji ogliˇscˇ ujemata.
Predpostavimo, da je ekvivalencˇnih razredov vecˇ in izberimo poljubna
razreda {σ1, ..., σn} in {τ1, ..., τm}. Izberimo odprto evklidsko okolico U ⊂ |K|
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za v dovolj majhno, da seka le 1-simplekse, ki v vsebujejo. U je homeomorfna
R2, zato je U r {v} povezana. (U r {v})∩{σ1∪ ...∪σn} in (U r {v})∩{τ1∪
...∪ τn} sta disjunktni, odprti mnozˇici v |K|, ki tvorita separacijo za Ur{v}.
Ker je U r {v} povezana, je to protislovje, torej je ekvivalencˇni razred le en
sam.
Kvocientni preslikavi qK in qP naredita isti identifikaciji robov in ogliˇscˇ,
torej sta kvocientna prostora |K| ∼= M in |P| homeomorfna. 
Definicija 4.6 Elementarne transformacije nad poliedersko predstavitvijo plo-
skve:
(i) Subdivizija: vsako pojavitev simbola a zamenjamo z ae, a−1 pa z (ae)−1 =
e−1a−1;
(ii) Reflekcija: a1...am 7→ a−1m ...a−11 ;
(iii) Rotacija: a1...am 7→ a2...am;
(iv) Rez: W 7→ {W1e, e−1W2}. Cˇe je beseda W oblike W1W2, kjer sta W1
in W2 besedi dolˇzine vsaj 2, jo lahko predstavimo kot besedi: W1e in
e−1W2;
(v) Zlepek: {W1e, e−1W2} 7→ W1W2. Besedi W1 in W2 zlepimo skupaj po
identificiranem robu. W1 in W2 morata imeti dolˇzino vsaj 2;
(vi) Pregib: Wee−1 7→ W ;
(vii) Razgrnitev: W 7→ Wee−1.
Trditev 4.7 Elementarne transformacije ohranjajo topolosˇko ekvivalentne
predstavitve.
Pri dokazu za nekatere transformacije si bomo pomagali z naslednjo lemo.
Lema 4.8 Naj bosta P1 in P2 konveksna mnogokotnika z istim sˇtevilom ro-
bov ter f : Meja(P1) → Meja(P2) simplicialni homeomorfizen. Obstaja
homeomorfizem F : P1 → P2, ki je razsˇiritev f .
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Dokaz. Izberemo poljubni tocˇki p1 ∈ Int(P1) ter p2 ∈ Int(P2). Zaradi kon-
veksnosti P1 daljica med p1 in poljubnim ogliˇscˇem v celoti lezˇi v P1. Ogliˇscˇa
in robovi P1 skupaj s tocˇko p1, daljicami med p1 in ogliˇscˇi P1 ter trikotniki,
ki z dodanimi daljicami nastanejo, oblikujejo nov simplicialni kompleks s
poliedrom P1. Enako velja za p2 ∈ P2.
Naj bo F : P1 → P2 simplicialna preslikava med kompleksoma, ki p1 slika
v p2. F je homeomorfizem, katerega zozˇitev na Meja(P1) se ujema z f .






predstavimo z mnogokotnikoma. Reflekcija in rotacija sta linearni transfor-
maciji, ki ju lahko zapiˇsemo z matriko. Sta bijektivni in zvezni, torej sta
homeomorfizma.
Rez: Naj bo P1 mnogokotnik, ki ustreza besedi W1e, P2 mnogokotnik
besede e−1W2 ter P ′ mnogokotnik besede W1W2. q : P1 unionsq P2 → S ter
q′ : P ′ → S ′ naj bosta pripadajocˇi kvocientni preslikavi. Daljica med koncˇnim
in zacˇetnim ogliˇscˇemW1 v P
′ v celoti lezˇi v P ′, ker je P ′ konveksen. Preslikava
f : P1 unionsqP2 → P ′, ki vsak rob iz P1 in P2 identificira z robom v P ′ ter e iz P1
in e−1 iz P2 identificira z e iz P ′ je zvezna. Po lemi 4.8 obstajata razsˇiritvi F1
in F2 za zozˇitvi f |P1 in f |P2 , ki sta homeomorfizma. Naj bo F : P1unionsqP2 → P ′
zvezna preslikava, za katero velja F |P1 = F1 ter F |P2 = F2. F je kvocientna
preslikava. Kvocientni preslikavi q′ ◦F : P1 unionsqP2 → S ′ in q : P ′ → S naredita
iste identifikacije, zato sta S in S ′ homeomorfna.
Pregib: Cˇe ima W dolzˇino 2, jo lahko s subdivizijo najprej podaljˇsamo,
naredimo pregib ter jo zopet skrajˇsamo na zacˇetno dolzˇino. Predpostavimo,
da ima W dolzˇino vsaj 3.
Slika 4.4: Pregib
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Naj bo W = abc. Oznacˇimo s P mnogokotnik, oznacˇen z abcee−1, ter
z P ′ mnogokotnik, oznacˇen z abc, q : P → S in q′ : P ′ → S ′ pa naj bosta
pripadajocˇi kvocientni preslikavi. Dokazujemo, da sta S in S ′ homeomorfna.
Mnogokotnika P in P ′ preoblikujemo do simplicialnega kompleksa, kot
je prikazano na sliki 4.4. Besede, ki predstavljajo tak simplicialni kompleks,
so e−1ad, d−1bf ter f−1ce. Naj bo f : P → P ′ simplicialna preslikava, ki
robove iz P preslika v enako oznacˇene robove iz P ′. Preslikavi q′ ◦ f in q sta
kvocientni ter naredita iste identifikacije, zato sta kvocientna prostora S in
S ′ homeomorfna.
Cˇe ima W dolzˇino 4 ali vecˇ, je oblike W = Xbc za neko besedo X, dolzˇine
vsaj 2. Z uporabo transformacije rez dobimo:
Xbcee−1 ∼= {Xa−1, abcee−1}
ter nadaljujemo kot pri W = abc. 
Trditev 4.9 Vsako povezano ploskev M lahko predstavimo z eno samo be-
sedo.
Dokaz. Naj ima M predstavitev W1, ...,Wk. Ker je povezan, za vsako besedo
Wi gotovo obstaja rob, ki se identificira z robom iz neke druge besede Wj.
Cˇe to ne drzˇi ter obstaja taka beseda Wi, znotraj katere se vsi robovi paroma
identificirajo, je M disjunktna unija kvocientov vsaj dveh mnogokotnikov, od
katerih je eden prirejen besedi Wi. Tak mnogokotnik je v kvocientu hkrati
odprt in zaprt, torej tvori separacijo za M . Ker je M povezan, je to proti-
slovje.
Z elementarno transformacijo zlepek (kombinirano z rotacijo in reflekcijo),
lahko predstavitev W1, ...,Wk preoblikujemo do predstavitve z eno besedo W .

Trditev 4.10 Naj bosta M1 in M2 disjunktni kompaktni ploskvi s predstavi-
tvama W1 in W2. Potem je W1W2 predstavitev za M1#M2.
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Komentar: Predstavitev {W1c−1b−1a−1, abc} lahko z elementarnimi trans-
formacijami preoblikujemo do besede W1. Pokazˇemo, da je notranjost triko-
tnika abc v M1 homeomorfna disku B1. Sledi, da je W1c
−1b−1a−1 predstavitev
za M ′1 = M1 \ B1 in ∂B1 slika stranic c−1b−1a−1. Podobno pokazˇemo, da je
abcW2 predstavitev za M
′
2 = M2 \ B2. Sledi, da je {W1c−1b−1a−1, abcW2}
predstavitev za M ′1 unionsqM ′2 z identificiranim robom izrezanega diska, torej je
W1W2 predstavitev za M1#M2. Dokaz lahko najdemo v [5].
4.2 Klasifikacija krivulj in kompaktnih plo-
skev
Izrek 4.11 (Klasifikacija 1-mnogoterosti.) Naj bo M povezana 1-mnogoterost.
Cˇe je M kompaktna, je homeomorfna S1, cˇe ni, je homeomorfna R.
Pri dokazu bomo uporabili sledecˇo lemo.
Lema 4.12 Naj bo K simplicialni kompleks s poliedrom |K|, ki je 1-mnogoterost.
Velja, da vsako ogliˇscˇe K lezˇi na natanko dveh robovih iz K.
Dokaz. Naj bo v ogliˇscˇe iz K ter V unija ogliˇscˇa v ter notranjosti vseh robov,
ki imajo v za eno izmed ogliˇscˇ. Presek V ∩ σ je odprt v vsakem simpleksu
σ ∈ K, torej je V odprt tudi v |K|. Ker je polieder |K| 1-mnogoterost, ima v
evklidsko okolico U ⊂ V homeomorfno odprtemu intervalu J . U r {v} ima
zato natanko dve povezani komponenti. Za vsak rob e, ki ima v za ogliˇscˇe,
je presek Int(e) ∩ (U r {v}) odprt v U r {v}. Vsi taki preseki so paroma
disjunktni (saj imajo robovi paroma disjunktne notranjosti) in neprazni. Cˇe
v lezˇi na vecˇ kot dveh robovih, imamo separacijo za U r {v} na vecˇ kot dve
komponenti (vsak presek Int(e)∩ (U r {v}) je svoja komponenta), kar pa ni
mogocˇe, saj ima U r {v} lahko najvecˇ dve komponenti. Vsako ogliˇscˇe v tako
lezˇi na najvecˇ dveh robovih.
Pokazˇimo sˇe, da ogliˇscˇe v lezˇi na natanko dveh robovih. Cˇe v lezˇi na enem
samem robu e, ima po zgornji konstrukciji okolico U ⊂ V = Int(e) ∪ {v},
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ki je v celoti vsebovana v e. Okolica U ocˇitno ni homeomorfna odprtemu
intervalu.
Obstaja tudi odprta okolica Y ⊂ U za v, tako da je Yr{v} povezana; za Y
lahko vzamemo sliko intervala [0, ) s homeomorfizmom φ : [0, 1]→ e, ki slika
0 v v. Po drugi strani pa je vsaka evklidska okolica brez tocˇke nepovezana,
torej ogliˇscˇe v, ki bi bilo vsebovano v enem samem robu, ne obstaja. 
Dokaz. (Izrek 4.11) Po triangulacijskem izreku 3.23 in lemi 4.12 je M home-
omorfna grafu G, v katerem vsako ogliˇscˇe lezˇi na natanko dveh robovih. Naj
bo K simplicialni kompleks, prirejen grafu G.
Cˇe je K izomorfen kateremu izmed naslednjih kompleksov:
(a) K∞ je abstraktni kompleks, ki ima za 0-simplekse enojce {{n} : n ∈
Z} ter za 1-simplekse pare {{n, n + 1} : n ∈ Z}, njegov polieder je
homeomorfen R;
(b) za m ∈ N in m ≥ 3 je Km abstraktni kompleks, ki ima za 0-simplekse
enojce {{1}, {2}, ..., {m}} ter za 1-simplekse pare {{1, 2}, {2, 3}, ..., {m−
1,m}, {m, 1}}, njegov polieder je homeomorfen S1;
je M homeomorfen njegovemu poliedru.
Izberimo poljubno ogliˇscˇe v0. Po lemi 4.12 v0 lezˇi na tocˇno dveh robovih,
torej ima dve sosednji ogliˇscˇi – oznacˇimo ju z v−1 in v1. Za n ≥ 1 izberemo
vozliˇscˇe vn+1 tako, da velja vn+1 6= vn−1 ter obstaja rob, ki ima za krajiˇscˇi vn
in vn+1. Podobno vozliˇscˇe v−n−1 izberemo tako, da velja v−n−1 6= v−n+1 ter
obstaja rob, ki ima za krajiˇscˇi v−n in v−n−1.
vn+1vnvn−1v1v0v−1v−n+1v−nv−n−1
Slika 4.5: Konstrukcija grafa G
Oznacˇimo z U unijo vseh robov 〈vn, vn+1〉 ⊂M .
Ker je topologija M usklajena s topologijo simpleksov, presek mnozˇice
U z vsakim simpleksom pa je v simpleksu zaprt, je U zaprta mnozˇica v M .
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Obenem pa je U v M tudi odprta, saj je vsak rob brez ogliˇscˇ odprt v M
(torej je v notranjosti U), vsako ogliˇscˇe v ∈ U pa ima odprto okolico, ki seka
robova, vsebovana v U , torej je tudi v v notranjosti U . Ker je M povezana,
sledi, da je U = M .
Obravnavamo dva primera:
(I) Za vsak par razlicˇnih indeksov i, j ∈ Z velja vi 6= vj. Takrat preslikava
n 7→ vn dolocˇa izomorfizem med K∞ in K, torej je M homeomorfna R.
(II) Za neka i,m ∈ Z in m > 0 velja vi = vi+m. Izberimo i in m tako, da je
m najmanjˇse pozitivno sˇtevilo s to lastnostjo. Pokazˇemo, da je tedaj
graf G cikel dolzˇine M , torej za vsak j ∈ Z velja vj = vj+m. To gotovo
velja za j = i. Ker sta vi in vi+m isti ogliˇscˇi, obstaja povezava med vi+1
ter vi+m. Ogliˇscˇe vi+1 je tako bodisi enako ogliˇscˇu vi+m−1 ali vi+m+1.
Ker je m najmanjˇse tako pozitivno sˇtevilo, da velja vk = vk+m, ogliˇscˇe
vi+1 gotovo ni enako vi+m+1, saj tako krsˇimo pogoj, da je m najmanjˇsi
tak (razdalja med njima je (i+m− 1)− (i+ 1) = m− 2). Velja torej
vi+1 = vi+m+1. Podobno dokazˇemo tudi za j < i. Preslikava n 7→ vn
dolocˇa izomorfizem med Km in K, torej je M homeomorfen S1.

Definicija 4.13 Par aa je neorientabilen, par aa−1 pa je orientabilen.
Definicija 4.14 Pravimo, da sta para a, a−1 in b, b−1 prepletena, cˇe se v
predstavitvi pojavita kot a . . . b . . . a−1 . . . b−1.
Izrek 4.15 (Klasifikacija ploskev.) Poljubna kompaktna ploskev je home-
omorfna eni izmed naslednjih:
(i) sferi S2;
(ii) koncˇni povezani vsoti torusov T#...#T;
(iii) koncˇni povezani vsoti projektivnih ravnin P#...#P.
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Po lemi 4.9 lahko vsako kompaktno ploskev predstavimo z eno samo be-
sedo. Oznacˇimo z W predstavitev za M . Z uporabo elementarnih transfor-
macij bomo predstavitev za M preoblikovali do predstavitve za sfero, pove-
zano vsoto torusov ali povezano vsoto projektivnih ravnin.
Lema 4.16 Ploskev M je homeomorfna S1 ali pa obstaja predstavitev za M
brez sosednjih orientabilnih parov.
Dokaz. Cˇe predstavitev W vsebuje sosednji orientabilni par, je oblike
W1aa
−1W2 ali W1a−1aW2 za besedi W1 in W2. Cˇe je dolzˇina W vsaj 3,
lahko tak par iznicˇimo z elementarno transformacijo pregib. Cˇe pa je dolzˇina
W enaka 2, je ekvivalentna predstavitvi sfere aa−1 ali a−1a, torej je M ho-
meomorfna sferi. 
Lema 4.17 Obstaja predstavitev za M , v kateri so vsi neorientabilni pari
sosednji.
Dokaz. Cˇe obstaja neorientabilni par aa, ki ni sosednji, je predstavitev
W oblike W1aW2a, kjer sta W1 in W2 besedi dolzˇine vsaj 1. Z zaporedjem
elementarnih transformacij lahko predstavitev W preoblikujemo v W1W
−1
2 bb.
W1aW2a ∼= {W1ab, b−1W2a} (rez)
∼= {bW1a, a−1W−12 b} (rotacija + reflekcija)
∼= W1W−12 bb (zlepek + rotacija)
Iz predstavitve smo odstranili simbol a ter dodali nov simbol b, ki tvori
sosednji neorientabilni par. S podano transformacijo sosednjih orientabilnih
parov v W1 in W2 gotovo nismo locˇili, z reflekcijo W2 pa smo morebiti uve-
dli nove neorientabilne pare, ki niso sosednji. Ker transformacija ohranja
zˇe obstojecˇe sosednje neorientabilne pare, beseda W pa je koncˇna, lahko s
koncˇnim sˇtevilom ponovitev vse take pare preoblikujemo v sosednje. 
Po koncˇnem sˇtevilu transformacij iz leme 4.17 dobimo predstavitev za M ,
v kateri so vsi neorientabilni pari sosednji. Vse sosednje orientabilne pare v
predstavitvi pa iznicˇimo z uporabo leme 4.16.
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Lema 4.18 Obstaja predstavitev za M , v kateri se vsa ogliˇscˇa identificirajo
v enega samega.
Dokaz. Predstavitev za M najprej preoblikujemo v obliko, ki ustreza
lemama 4.17 in 4.16.
Ogliˇscˇa zdruzˇimo v ekvivalencˇne razrede glede na ogliˇscˇe, v katerega se
identificirajo ter izberemo poljuben ekvivalencˇni razred [v]. Cˇe je ekviva-
lencˇnih razredov vecˇ, gotovo obstaja rob, ki povezuje ogliˇscˇe v ∈ [v] z ogliˇscˇem
iz drugega ekvivalencˇnega razreda w ∈ [w]; oznacˇimo tak rob z a. Ker v pred-
stavitvi za M ni sosednjih orientabilnih parov, rob, ki se a dotika v ogliˇscˇu
v, gotovo ni oznacˇen z a−1. Prav tako rob ni oznacˇen z a, saj bi se v kvoci-
entu zacˇetno ogliˇscˇe v in koncˇno ogliˇscˇe w roba a identificirala, v in w pa po
predpostavki ne lezˇita v istem ekvivalencˇnem razredu. Oznacˇimo torej rob z
b, njegovo drugo ogliˇscˇe pa z x.
Ker so robovi v predstavitvi za M paroma identificirani, nekje v predsta-
vitvi obstaja sˇe natanko en rob oznacˇen z b ali b−1. Predpostavimo najprej,
da je rob oznacˇen z b−1, dokaz za b je podoben.
Predstavitev za M je tako oblike baW1b
−1W2, za besedi W1 in W2, od
katerih je vsaj ena neprazna. Z uporabo elementarnih transformacij predsta-
vitev preoblikujemo v acW2c
−1W1:
baW1b
−1W2 ∼= {bac, c−1W1b−1W2} (rez)
∼= {acb, b−1W2c−1W1} (rotacija)
∼= acW2c−1W1 (zlepek)
Z lepljenjem po robu b smo zmanjˇsali sˇtevilo ogliˇscˇ iz razreda [v] za 1,
sˇtevilo ogliˇscˇ v razredu [w] pa smo lahko le povecˇali.
Cˇe smo z transformacijo uvedli sosednji orientabilni par, ga lahko z upo-
rabo leme 4.16 odstranimo. S koncˇnim sˇtevilom transformacij lahko tako
odstranimo vsa ogliˇscˇa v razredu [v]. Proces ponavljamo, dokler ne ostane
le en sam ekvivalencˇni razred. 
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Slika 4.6: Transformacija predstavitve
Lema 4.19 Cˇe je v predstavitvi M nek orientabilen par aa−1, potem je
gotovo sˇe drugi orientabilen par b, b−1, ki se s parom aa−1 pojavi v obliki
a, ..., b, ..., a−1, ..., b−1.
Dokaz. Predstavitev W za M preoblikujemo tako, da ustreza lemam 4.16,
4.17, 4.18. Z uporabo leme 4.16 smo vse sosednje orientabilne pare zˇe iznicˇili.
Predpostavimo, da v W ni orientabilnega para, ki bi bil prepleten s parom
aa−1. Predstavitev W je tako oblike aW1a−1W2 za neprazni besedi W1 in W2,
kjer W1 vsebuje nesosednje orientabilne pare ter sosednje neorientabilne pare,
vsi se identificirajo znotraj W1. Enako velja tudi za W2. Robova a in a
−1
imata zacˇetek v W2 in konec v W1. Zacˇetni ogliˇscˇi a in a
−1 se identificirata z
ogliˇscˇem iz W1, koncˇni pa z ogliˇscˇem iz W2, kar je v protislovju z lemo 4.18,
da se vsa ogliˇscˇa identificirajo v natanko eno ogliˇscˇe. 
Lema 4.20 Obstaja predstavitev W za M , v kateri se vsi prepleteni orien-
tabilni pari pojavijo skupaj brez vmesnih robov: aba−1b−1.
Dokaz. Predstavitev W , ki vsebuje prepletena orientabilna para, je oblike
W1aW2bW3a
−1W4b−1. Z elementarnimi transformacijami lahko predstavitev
preoblikujemo v cdc−1d−1W1W4W3W2.
W1aW2bW3a
−1W4b−1 ∼= W{1aW2c, c−1bW3a−1W4b−1} (rez)




∼= {c−1bW3W2cd, d−1W1W4b−1} (rez)
∼= {W3W2cdc−1b, b−1d−1W1W4} (rotacija)
∼= W3W2cdc−1d−1W1W4 (zlepek)
∼= cdc−1d−1W1W4W3W2 (rotacija)
Pri transformaciji nismo uporabili refleksije, torej gotovo nismo uvedli
novih prepletenih orientabilnih parov ali razdrli zˇe obstojecˇih. S koncˇnim
sˇtevilom ponovitev transformacije vse prepletene orientabilne pare preobli-
kujemo do zahtevane oblike. 
Predstavitev za M , ki ustreza lemam, vsebuje sosednje neorientabilne
pare ali prepletene orientabilne pare, ki se po lemi 4.20 pojavijo brez vmesnih
robov. Taka predstavitev ustreza predstavitvi (mesˇane) povezane vsote toru-
sov (aba−1b−1) in projektivnih ravnin (aa). Za dokaz izreka 4.15 je potrebno
sˇe pokazati, da je predstavitev za M ekvivalentna predstavitvi povezane vsote
samih torusov ali samih projektivnih ravnin.
Trditev 4.21 Kleinova steklenica K je homeomorfna P#P.
Dokaz. Predstavitev Kleinove steklenice abab−1 lahko preoblikujemo do bbcc
z uporabo elementarnih transformacij.
abab−1 ∼= {abc, c−1ab−1} (rez)
∼= {bca, b−1c−1a} (rotacija)
∼= {bca, a−1cb} (reflekcija)
∼= bbcc (zlepek + rotacija)
Beseda bbcc ustreza predstavitvi vsote dveh projektivnih ravnin P#P. 
Lema 4.22 Povezana vsota torusa in projektivne ravnine T#P je homeo-
morfna P#P#P.
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Dokaz. Zacˇnemo s predstavitvijo abab−1cc za K#P, ki je po lemi 4.21 ho-
meomorfna P#P#P, ter jo z elementarnimi transformacijami preoblikujemo
do a−1d−1adee.
abab−1cc ∼= cabab−1c (rotacija)
∼= {cabd−1, dab−1c} (rez)
∼= {abd−1c, c−1ba−1d−1} (rotacija + reflekcija)
∼= a−1d−1abd−1b (zlepek + rotacija)
∼= {ea−1d−1ab, b−1de} (rotacija + reflekcija)
∼= ea−1d−1ade (zlepek)
∼= a−1d−1adee (rotacija)
Predstavitev a−1d−1adee je predstavitev T#P. 
Dokaz. (Izrek 4.15) Poljubno predstavitev kompaktne ploskve M lahko z
uporabo lem preoblikujemo do predstavitve povezane vsote torusov in pro-
jektivnih ravnin. Cˇe predstavitev vsebuje same sosednje neorientabilne pare,
je ploskev M homeomorfna vsoti projektivnih ravnin P#...#P, cˇe predsta-
vitev vsebuje same prepletene orientabilne pare, je homeomorfna povezani
vsoti torusov T#...#T. Cˇe predstavitev vsebuje tako sosednje neorienta-
bilne pare kot tudi prepletene orientabilne pare, je oblike aabcb−1c−1W1 ali
bcb−1c−1aaW1. V obeh primerih gre za povezano vsoto T#P, ki je po lemi
4.22 homeomorfna P#P#P. Predstavitev tako preoblikujemo do povezane
vsote samih projektivnih ravnin. 
Trditev 4.23 Sfera S2 ni homeomorfna povezani vsoti torusov.
Dokaz. Predpostavimo, da obstaja homeomorfizem h : T → S2. Iz torusa
odstranimo topolosˇko krozˇnico J , kot je prikazano na sliki 4.7. Sfericˇni Jo-
dranov izrek (stran 102 v [2]) pove, da ima S2\h(J) natanko dve komponenti,
medtem ko ima T \ J samo eno. Dokaz za povezano vsoto torusov je enak.
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J
Slika 4.7: Torus in izrezana krozˇnica J
4.3 Orientabilnost
Vsako kompaktno ploskev M lahko trianguliramo z 2-razsezˇnim simplicial-
nim kompleksom. Naj bo P predstavitev z besedo, prirejena takemu simpli-
cialnemu kompleksu. Vsaka beseda iz P ima dolzˇino 3 in dolocˇa orientacijo
pripadajocˇega 2-simpleksa, kot smo jo definirali v razdelku 3.5. Enostavno
lahko preverimo, da imata dva 2-simpleksa, ki se identificirata po robu, uskla-
jeno orientacijo natanko tedaj, ko sta robova oznacˇena kot orientabilen par
– njuna simbola sta a in a−1.
Predstavitev ploskve P je orientirana, cˇe ne vsebuje nobenih neorien-
tabilnih parov (aa, bb). Intuitivno to pomeni, da lahko vsak mnogokotnik
pobarvamo v dve barvi – z eno pobarvamo notranjost, z drugo pa zunanjost.
Cˇe so v mnogokotniku sami orientabilni pari robov, bomo tudi po njihovi
identifikaciji lahko locˇili notranjost od zunanjosti.
Za ploskev M pravimo, da je orientabilna, cˇe zanjo obstaja kaksˇna orien-
tabilna predstavitev.
Trditev 4.24 Kompaktna ploskev M je orientabilna natanko tedaj, ko je
homeomorfna sferi ali povezani vsoti torusov.
Dokaz. Ker standardne predstavitve sfere in povezane vsote torusov ne
vsebujejo neorientabilnih parov, so to gotovo orientabilne ploskve.
Naj bo M ploskev, za katero obstaja vsaj ena orientabilna predstavi-
tev (predstavitev brez neorientabilnih parov). To predstavitev z uporabo
lem 4.16–4.20 klasifikacijskega izreka preoblikujemo do ene izmed predstavi-
tev za sfero, povezano vsoto torusov ali povezano vsoto projektivnih ravnin.
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Edina elementarna transformacija, ki lahko uvede neorientabilne pare, je re-
flekcija. Reflekcijo uporabimo le v lemah 4.17 in 4.18, pa sˇe to zgolj takrat,
ko neorientabilen par v predstavitvi za M zˇe obstaja.
Izrek 4.15 nam tako pove, da lahko predstavitev za M , ki ne vsebuje
neorientabilnih parov, preoblikujemo do predstavitve sfere ali povezane vsote
torusov. 
Poglavje 5
Netrivialni splet grafa K6
5.1 Osnove teorije vozlov
V matematicˇnem jeziku je vozel vlozˇitev krozˇnice v 3-razsezˇni evklidski pro-
stor.
Slika 5.1: Izdelava vozla iz vrvice
Vozel je tako sklenjena zavozlana zanka iz neskoncˇno tanke vrvice, ki
sama sebe ne seka.
Definicija 5.1 Vozel Γ je vlozˇitev Γ : S1 → R3.
Najenostavnejˇsi primer vozla je trivialni vozel. Vprasˇanje, ki si ga ob
nekem vozlu zastavimo, je, ali se ga da odvozlati – preoblikovati do trivialnega
vozla z nekim zaporedjem premikov, ki vozla ne posˇkodujejo. Vozla na sliki
5.1 nikakor ne moremo odvozlati, ne da bi vrvico prerezali. Takemu vozlu
recˇemo deteljica.
Premike, s katerimi lahko vozel preoblikujemo tako, da ga pri tem ne
posˇkodujemo, zˇelimo natancˇno definirati. Ujemajo naj se s premiki, ki bi jih
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Slika 5.2: a) trivialni vozel ter b) deteljica
lahko izvedli, cˇe bi preoblikovali vozel, narejen iz sklenjene vrvice. Vrvica
ocˇitno ne more prehajati sama skozi sebe, vozla na njej tudi ne moremo
iznicˇiti tako, da bi jo le dovolj zategnili.
Slika 5.3: Primer nedovoljene skrcˇitve vozla v eno samo tocˇko
Premike definiramo s preslikavo, ki ji pravimo izotopija. Poskusimo s
splosˇno definicijo izotopije za vlozˇitvi med poljubnima topolosˇkima prosto-
roma X in Y s Hausdorffovo lastnostjo.
Definicija 5.2 Vlozˇitvi f0, f1 : X → Y sta izotopni, cˇe obstaja vlozˇitev
F : X × I→ Y × I,
za katero velja F (x, t) = F (f(x, t), t), x ∈ X, t ∈ I in f(x, 0) = f0(x), f(x, 1) =
f1(x).
Izkazˇe se, da taka definicija za vozle ni dovolj dobra, saj dovoli premik, s
katerim zanko v vozlu stisnemo v eno samo tocˇko ter se je tako znebimo.
Slika 5.4: Veljavna operacija pri izotopiji, ki se vozla znebi s stiskom v tocˇko.
Definicijo dovoljenih premikov popravimo, da preprecˇimo premik te vrste.
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Definicija 5.3 Vlozˇitvi f0, f1 : X → Y sta ambientno izotopni, cˇe ob-
staja homeomorfizem
H : Y × I→ Y × I, H(y, t) = (ht(y), t),
za katerega velja f1 = h1f0 ter h0 = idY . Preslikavi H recˇemo ambientna
izotopija.
Ambientna izotopija definira izotopijo F , ki povezuje vlozˇitvi f0 in f1 s
F (x, t) = (htf0(x), t). Ohranja tudi homeomorfizem med komplementoma
vlozˇitev, kar preprecˇuje neveljaven stisk zanke v eno samo tocˇko.
Za tako definirane premike velja, da sta vozla Γ in τ ekvivalentna, cˇe
sta ambientno izotopna. To pomeni, da lahko vozel Γ z veljavnimi premiki
preoblikujemo do vozla τ . Vsak vozel, ki ga z ambientno izotopijo lahko
preoblikujemo do trivialnega vozla, je mocˇ odvozlati.
Definicija 5.4 Vozel Γ je odsekoma linearen, cˇe je ambientno izotopen
enostavnemu sklenjenemu vecˇkotniku v R3.
Prevzemimo, da so vsi omenjeni vozli odsekoma linearni, saj jih tako
lahko predstavimo kot enostavne sklenjene vecˇkotnike z stranicami in ogliˇscˇi.
Geometricˇni opis vozlov v 3-razsezˇnem prostoru je zapleten. Vozle zato raje
predstavimo s projekcijo na ravnino E v R3. Zˇelimo, da je slika vozla cˇim eno-
stavnejˇsa, a obenem vsebuje dovolj informacij, da bi tak vozel znali konstru-
irati tudi v 3-razsezˇnem prostoru. Projekcija mora tako zadostiti dolocˇenim
zahtevam.
Projekcijo vozla Γ na ravnino E oznacˇimo s p : Γ→ E.
Definicija 5.5 Tocˇka a ∈ p(Γ) je vecˇkratna, cˇe je slika vecˇ kot ene tocˇke
vozla Γ. Tocˇka a je dvojna, cˇe je slika natanko dveh tocˇk vozla Γ.
Definicija 5.6 Projekcija p odsekoma linearnega vozla Γ je regularna, cˇe
ustreza pogojem:
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(i) projekcija p ima le koncˇno mnogo vecˇkratnih tocˇk {a1, a2, ..., an}, vse
vecˇkratne tocˇke so dvojne;
(ii) zozˇitev p na ogliˇscˇa vozla je injektivna (nima vecˇkratnih tocˇk).
Ker je vozel odsekoma linearen, lahko govorimo o ogliˇscˇih vozla – to so
ogliˇscˇa enostavnega sklenjenega vecˇkotnika, ki je vozlu ambientno izotopen.
Cˇe vsako krizˇanje (dvojne tocˇke) v regularni projekciji primerno oznacˇimo,
lahko vozel brez tezˇav rekonsturiramo v prostoru. Cˇe je bil vozel pred pro-
jekcijo orientiran, to tudi primerno oznacˇimo. Tako oznacˇeni projekciji vozla
pravimo diagram vozla.
Slika 5.5: Diagram vozla
Isti vozel lahko predstavimo z razlicˇnimi diagrami. Vse take predstavitve
vozla so med sabo ekvivalentne.
Vozli so lahko med sabo tudi prepleteni, recˇemo, da tvorijo splet.
Definicija 5.7 Splet L je vlozˇitev L : S1×{1, ..., n} → R3, kjer je n sˇtevilo
komponent spleta.
Splet je mnozˇica med sabo prepletenih vozlov. Zanj veljajo vse lastno-
sti, ki smo jih obravnavali pri vozlih. Splete lahko z regularno projekcijo
projiciramo v ravnino. Dva spleta sta ekvivalentna natanko tedaj, ko sta
ekvivalentna njuna diagrama.
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Slika 5.6: Projekciji Whiteheadovega spleta
Slika 5.7: Primer locˇljivega (trivialnega) in nelocˇljivega spleta
Splet je locˇljiv, cˇe lahko locˇimo njegove komponente z ravnino v R3.
Prepletenost dveh spletov bi radi numericˇno izmerili, zato definiramo
spletno sˇtevilo.
Naj bosta Γ in τ komponenti spleta L. Obema dolocˇimo orientacijo.
Vsako krizˇanje komponent Γ in τ ustreza enemu izmed primerov na sliki 5.8.
Slika 5.8: Primera krizˇanj
Vsako krizˇanje prvega tipa oznacˇimo s +1, vsako krizˇanje drugega tipa
pa z −1. Vcˇasih je tezˇko dolocˇiti, ali gre za krizˇanje prvega ali drugega tipa.
Najlazˇje ju razlikujemo tako, da spodnjo pusˇcˇico vrtimo v smeri urinega
kazalca, dokler pusˇcˇici nista prvicˇ poravnani. Cˇe takrat pusˇcˇici kazˇeta v
isto smer, gre za krizˇanje prvega tipa, cˇe kazˇeta v nasprotno, pa za krizˇanje
drugega tipa.
Sesˇtejemo vse oznake krizˇanj med Γ in τ ter vsoto delimo z 2. Rezultatu
pravimo spletno sˇtevilo. Cˇe orientacijo ene izmed komponent v spletu
obrnemo, spletno sˇtevilo predznak spremeni.
Spletno sˇtevilo je neodvisno od projekcije spleta ter ostane nespremenjeno
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Slika 5.9: Primer spleta s spletnim sˇtevilom 0
ob ambientni izotopiji.
Trditev 5.8 Spletno sˇtevilo je invariantno pod premiki ambientne izotopije.
Dokaz trditve najdemo v [4].
Trditev 5.9 Splet S je nelocˇljiv, cˇe je ima spletno sˇtevilo razlicˇno od 0.
Dokaz. Ker je po trditvi 5.8 spletno sˇtevilo invariantno za premike ambientne
izotopije, spletno sˇtevilo trivialnega spleta pa je 0, spleta S gotovo ne moremo
locˇiti – preoblikovati do trivialnega spleta. 
5.2 Netrivialen splet grafa K6
Graf G = (V,E) je urejen par neprazne mnozˇice vozliˇscˇ V ter mnozˇice pove-
zav E med vozliˇscˇi iz V . Graf, v katerem med poljubnima vozliˇscˇema obstaja
povezava, je poln graf. K6 oznacˇuje poln graf na sˇestih vozliˇscˇih.
Slika 5.10: Primer vlozˇitev grafa K6 v prostor
Grafa na sliki 5.10 vsekakor nista izotopna, sta pa gotovo izomorfna,
ker sta oba polna grafa na sˇestih vozliˇscˇih. Predstavitvi grafa v prostoru
pravimo vlozˇitev.
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Slika 5.11: Vlozˇitev grafa K6
Poljubna tri vozliˇscˇa grafa K6 so paroma povezana in tvorijo cikel dolzˇine
tri, recimo mu trikotnik. V grafu K6 lahko naenkrat tvorimo dva disjunk-
tna trikotnika. Najprej izberemo tri vozliˇscˇa V1, V2, V3 prvega trikotnika,
preostala vozliˇscˇa V4, V5 in V6 pa so vozliˇscˇa drugega, prvemu disjunktnega
trikotnika.
Slika 5.12: Par disjunktnih trikotnikov na treh vozliˇscˇih v K6
Vsak trikotnik si lahko predstavljamo kot trivialni vozel, par disjunktnih
trikotnikov pa kot splet. Zanima nas, ali je splet dveh disjunktnih trikotnikov
grafa K6 v dani vlozˇitvi locˇljiv (primer na sliki 5.13).
Slika 5.13: Disjunktna trikotnika, ki ne tvorita spleta, ter disjunktna triko-
tnika, ki tvorita nelocˇljivi splet.
Leta 1983 sta John H. Conway in Cameron Gordon v cˇlanku [3] dokazala,
da poljubna vlozˇitev grafa K6 vsebuje vsaj en par disjunktnih trikotnikov, ki
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tvori nelocˇljivi splet. Poljubna vlozˇitev grafa K6 v prostor bo vedno vsebo-
vala vsaj en nelocˇljivi splet. Tudi cˇe vlozˇitev spreminjamo tako, da povezavi
dovolimo prehajanje skozi druge ter tako trenuten splet iznicˇimo, bomo go-
tovo kje v grafu naredili novega.
Slika 5.14: Primer nelocˇljivega spleta disjunktnih trikotnikov v K6
Izrek 5.10 Vsaka vlozˇitev grafa K6 vsebuje par disjunktnih trikotnikov, ki
tvori nelocˇljiv splet.
V poljubni vlozˇitvi grafa K6 je nelocˇljivih spletov lahko tudi vecˇ. Izrek
nam zagotavlja, da vedno obstaja vsaj eden.





= 20 razlicˇnih trikotnikov, vsak izmed
njih je enolicˇno dolocˇen z izbiro vozliˇscˇ. V paru disjunktnih trikotnikov izbira
prvega enolicˇno dolocˇa drugega, tako je v grafu K6 natanko 10 razlicˇnih parov
disjunktnih trikotnikov.
Izberimo poljubno vlozˇitev grafa K6. Za vsak par disjunktnih trikotnikov
lahko izracˇunamo spletno sˇtevilo. Predznak spletnega sˇtevila je odvisen od
orientacije trikotnikov, a ker za dokaz ne bo pomemben, vzemimo kar njegovo
absolutno vrednost. Oznacˇimo z U vsoto absolutnih vrednosti spletnih sˇtevil
vseh parov disjunktnih trikotnikov dane vlozˇitve.
Na sliki 5.14 je vlozˇitev z enim samim parom disjunktnih trikotnikov, ki
tvori splet s spletnim sˇtevilom 1. Vrednost U te vlozˇitve je 1.
Trditev 5.8 nam pove, da se spletno sˇtevilo ne spreminja ob premikih
ambientne izotopije, torej je U enak za vse vlozˇitve, ki so ambientno izoto-
pne. Zˇal pa smo z ambientno izotopijo precej omejeni, saj vse vlozˇitve grafa
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K6 niso izotopne. Cˇe dovolimo, da povezave prehajajo druga skozi drugo,
se tej omejitvi res izognemo, spletna sˇtevila pa gotovo ne bodo vecˇ ostala
nespremenjena.
Slika 5.15: Transformacija ene projekcije v drugo
Poiskati moramo neko drugo invarianto, povezano s spletnim sˇtevilom, ki
se ob takih transformacijah ohranja. Oznacˇimo z V = U (mod 2) ostanek
pri deljenju U z 2. Trdimo, da ostane vrednost V kostantna.
Operacije ambientne izotopije spletnih sˇtevil ne spreminjajo, zato ne spre-
minjajo vrednosti U in V . Recimo, da povezava E1 prehaja skozi neko drugo
povezavo E2. Cˇe velja E1 = E2 vrednosti U gotovo ne spreminjamo, saj si
disjunktna trikotnika ne delita povezave. Prav tako ne spreminjamo vredno-
sti U , ko imata povezavi E1 in E2 skupno krajiˇscˇe, saj disjunktna trikotnika
nimata skupnih krajiˇscˇ. Sˇtevilo U se spremeni le, cˇe povezavi E1 in E2 nimata
skupnih krajiˇscˇ.
Slika 5.16: Prehod povezav brez skupnih krajiˇscˇ
Za par disjunktnih trikotnikov, v katerem eden izmed trikotnikov vse-
buje E1, drugi pa E2, se bo s prehodom povezav spletno sˇtevilo povecˇalo ali
zmanjˇsalo za 1. Za povezavi E1 in E2 obstajata le dve vozliˇscˇi grafa K6,
ki nista krajiˇscˇi nobene izmed njiju – oznacˇimo taki vozliˇscˇi z v in v′. Prvi
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par disjunktnih trikotnikov tvori vozliˇscˇe v skupaj s krajiˇscˇi povezave E1 ter
vozliˇscˇe v′ skupaj s krajiˇscˇi povezave E2, drugi par pa vozliˇscˇe v skupaj s
krajiˇscˇi povezave E2 ter vozliˇscˇe v
′ skupaj s krajiˇscˇi povezave E1. To sta
edina disjunktna para, ki vkljucˇujeta povezavi E1 in E2. Ker prehod pove-
zave vsakemu paru spletno sˇtevilo povecˇa ali zmanjˇsa za 1, se U spremeni za
−2, 0 ali 2. Ker je sprememba U soda, ostane sˇtevilo V = U (mod 2) nespre-
menjeno. Ker lahko z uporabo teh operacij poljubno vlozˇitev transformiramo
v poljubno drugo, je V enak za vse vlozˇitve grafa K6.
Na sliki 5.14 je vlozˇitev K6, za katerega je U = 1, torej je tudi V = 1.
Ker je enak za vse vlozˇitve grafa K6, je U vselej razlicˇen od 0. V vsaki
vlozˇitvi grafa K6 je tako vsaj en par disjunktnih trikotnikov, ki tvorita splet
z nenicˇelnim spletnim sˇtevilom. Tak splet je po trditvi 5.9 nelocˇljiv. 
Izrek velja tudi za vsak graf, ki vsebuje K6 kot podgraf. Pravimo, da je
graf intrinzicˇno povezan, cˇe ima vsaka njegova vlozˇitev kaksˇen nelocˇljivi
splet.
Poglavje 6
Vlozˇljivost ploskev v R3
6.1 Povezava med M in K6
Meridiana C Mo¨biusovega traku je daljica, ki v predstavitvi Mo¨biusovega
traku s pravokotnikom povezuje razpoloviˇscˇa identificiranih robov. Rob ∂M






Lema 6.1 V vsaki vlozˇitvi M v R3 tvorita ∂M in meridiana C nelocˇljivi
(netrivialni) splet.
Dokaz. Triangulaciji Mo¨biusovega traku priredimo graf K6, kot je prikazano
na sliki 6.2, ter ogliˇscˇa grafa oznacˇimo s sˇtevilkami {1, 2, ..., 6}. Poljuben par
ogliˇscˇ lezˇi na istem 1-simpleksu, torej je povezan. Trikotnik, ki ga tvorijo
ogliˇscˇa 134, je rob ∂M, trikotnik, ki ga tvorijo ogliˇscˇa 256, pa meridiana C.
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Graf K6 vsebuje 10 parov disjunktnih trikotnikov, v nasˇem primeru so
pari naslednji:
(123, 456), (124, 356), (125, 346), (126, 345), (134, 256),
(135, 246), (136, 245), (145, 236), (146, 235), (156, 234).
Slika 6.2: Graf K6 v Mo¨biusovem traku
1-simpleksi vsakega izmed podcˇrtanih trikotnikov so meja nekega 2-simpleksa
v triangulaciji, torej s trikotnikom v paru gotovo tvorijo nepovezan (trivialen)
splet. Ker ima graf K6 po izreku 5.10 vsaj en nelocˇljiv splet, je to splet para
(134, 256), v katerem sta meja in meridiana Mo¨biusovega traku. 
Sledi, da ima Mo¨biusov trak v vsaki vlozˇitvi v R3 nelocˇljivi splet, ki ga
tvorita rob in meridiana. Nelocˇljivi splet ene izmed vlozˇitev je na sliki 6.3.
6.2 Nevlozˇljivost neorientabilnih ploskev
Vemo, da je kompaktna ploskev brez roba neorientabilna natanko tedaj, ko
vsebuje Mo¨biusov trak. V poglavju 2 smo pokazali, da je projektivna ravnina
sestavljena iz Mo¨biusovega traku ter diska, ki je nalepljen na njegov rob.
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Slika 6.3: Nelocˇljivi splet v Mo¨biusovem traku
Meridiana in rob, na katerega je prilepljen disk, tvorita nelocˇljivi splet v
vsaki vlozˇitvi.
Izrek 6.2 Projektivna ravnina P ni vlozˇljiva v R3.
Dokaz. Predpostavimo, da obstaja vlozˇitev P v R3. Cˇe iz P izrezˇemo disk
D, dobimo Mo¨biusov trak M . Rob ∂M in meridiana tvorita nelocˇljivi splet,
torej se meridiana C in disk D sekata. 
Podobno dokazˇemo nevlozˇljivost Kleinove steklenice.
Trditev 6.3 Kleinova steklenica K ni vlozˇljiva v R3.
Dokaz. Kleinova steklenica je povezana vsota projektivne ravnine in Mo¨bi-
usovega traku. Dobimo jo tako, da dva Mo¨biusova trakova zlepimo po robu.
Ker rob z meridiano tvori nelocˇljivi splet v vsaki vlozˇitvi, se Mo¨biusova tra-
kova v R3 sekata. 
Enak argument drzˇi za vse neorientabilne kompaktne ploskve brez roba.
Trditev 6.4 Kompaktna ploskev brez roba je vlozˇljiva v R3 natanko tedaj,
ko je orientabilna.
Dokaz. V vsaki neorientabilni ploskvi lahko najdemo Mo¨biusov trak. Ker je
ploskev 2-mnogoterost brez roba, je na rob Mo¨biusovega traku gotovo nekaj
prilepljeno, torej vlozˇitev v R3 ne obstaja.
Cˇe je kompaktna ploskev brez roba orientabilna, je homeomorfna sferi ali
povezani vsoti torusov, torej ima vlozˇitev v R3. 
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